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 :توابع چند متغیره

  ند.معروف هست چند متغیرهبه توابع  ،داشته باشند مستقلمتغیر  بیش تر از یکتوابعی که 

یک متغیر مستقل وجود دارد، زمانی که  ، تنهادر حالت کلی می توان گفت در توابع تک متغیره

𝑦شود گفته می = 𝑓(𝑥)  یعنی متغیر𝑦  ،وابسته به متغیر مستقل  فقط𝑥 باشد. می 

باشد که به آن تابع  𝑦و  𝑥  مستقل متغیر دوتابع  ،𝑢مانند  وابسته، حال ممکن است یک متغیر

باشد که به  𝑧و  𝑦و  𝑥 متغیر مستقل سهتابع  ،𝑤مانند  وابسته و یا یک متغیر گیممی غیرهمت دو

 گیم.می متغیره  سهآن تابع 

  :توابع با بیش از يک متغیر

از نماد  ،می باشد که برای مشخص کردن تابع 𝑦و  𝑥 مستقلتابعی از متغیرهای  𝑧 وابستهمتغیر 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) استفاده می شود . 

𝑣برای مثال  =
1

3
𝜋𝑟2ℎ ّار با شعاع حجم مخروط قائم دو𝑟  و ارتفاعℎ توان گفت می باشد و می

𝑣 = 𝑓(𝑟, ℎ)  ،یعنی است𝑣  متغیردو تابعی از 𝑟  وℎ  .می باشد 

تایی های مرتب مانند  𝑛مجموعه  ،داشته باشد. یعنی دامنه تابع مستقلمتغیر  𝑛اگر تابعی 

(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) آن گاه تابع را  ،باشد𝑛 با نماد و اونونامیده  متغیره𝑧 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)  نشان

  دیم.می

 

 ( 321)رنجبران صفحه  .ی داده شده بیابیدر هر یک از توابع زیر را در نقطهمقدا (1 مثال 

,𝑓(𝑥 (الف 𝑦) = 𝑒𝑥 + 𝑒−𝑦      , (2, 2) 

,𝑓(𝑥 (ب 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦 + 𝑙𝑛𝑧    ,        (1, 2,1) 

,𝑓(2 (الف                                حل( 2) = 𝑒2 + 𝑒−2 = 1+ 1 = 2 
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𝑧 در تابع حقیقی دو متغیرۀ (13 تست = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 1𝑦2  به ازای𝑑𝑥 = 𝑑𝑦 = 2/1 

  (78)اقتصاد سراسری      کدام است؟  𝑑2𝑧مقدار 

1)2/27   2 )2/12  3 )2/11  1 )2/7 

 حل( 

{

𝑧𝑥 = 2𝑥 + 2𝑦  →   𝑧𝑥𝑥 = 2
𝑧𝑦 = 2𝑥 + 8𝑦 →    𝑧𝑦𝑦 = 8
𝑧𝑥𝑦 = 2                                   

 

(دیفرانسیل مرتبه دوم) : 𝑑2𝑧 = 𝑧𝑥𝑥𝑑𝑥
2 + 2𝑧𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑧𝑦𝑦𝑑𝑦2 

𝑑2𝑧 = 2𝑑𝑥2 + 2(2)𝑑𝑥𝑑𝑦 + 8𝑑𝑦2 = 2𝑑𝑥2 + 1𝑑𝑥𝑑𝑦 + 8𝑑𝑦2 

𝑑2𝑧 |
𝑑𝑥 = 𝑑𝑦 = 2/1 = 2(2/1)2 + 1( 2/1)(2/1 ) + 8(2/1)2 

𝑑2𝑧 =  2/22+ 2/21 +  2/28 = 2/11 

 صحیح است.  3گزینه 

 

  :مشتق کامل

𝑧اگر  = 𝑓(𝑥, 𝑦)  و𝑥  و𝑦  نسبت به  گیری،توابعی قابل دیفرانسیل𝑡 آنگاه  ،باشند𝑧  تابعی

 است و:  𝑡از  مشتق پذیر

 𝑥نسبت به متغیر  𝑧 مشتق گیری از تابع

 𝑡نسبت به متغیر  𝑥مشتق گیری از تابع 

 𝑦نسبت به متغیر  𝑧مشتق گیری از تابع 

 𝑡نسبت به متغیر  𝑦مشتق گیری از تابع 

 

 

 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=
𝜕𝑧

𝜕𝑥
×
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝑧

𝜕𝑦
×
𝑑𝑦

𝑑𝑡
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𝑤به طور مشابه اگر  = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)  و باشد𝑥 وو𝑦 𝑧 گیری نسبت به توابعی قابل دیفرانسیل𝑡 

 : توان گفتمی است و 𝑡از  یرمشتق پذتابعی  𝑤باشند، آنگاه 

   
𝑑𝑤

𝑑𝑡
=  
𝜕𝑤

𝜕𝑥
 × 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
 +  
𝜕𝑤

𝜕𝑦
×
𝑑𝑦

𝑑𝑡
 + 
𝜕𝑤

𝜕𝑧
×
𝑑𝑧

𝑑𝑡
   

 

𝑧اگر  (21 مثال = 𝑥𝑦2 + 2𝑦  و𝑥 =
1

2
𝑒2𝑡  و𝑦 = 𝑡2  باشد، مطلوب است

𝑑𝑧

𝑑𝑡
   1؟

𝑑𝑧             حل(

𝑑𝑡
=
𝜕𝑧

𝜕𝑥⏟
↓

×
𝑑𝑥

𝑑𝑡⏟
↓

+
𝜕𝑧

𝜕𝑦⏟
↓

×
𝑑𝑦

𝑑𝑡⏟
↘

 

             (𝑦2) × (𝑒2𝑡) + (2𝑥𝑦 + 2)(2𝑡) 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= (𝑡2)2 (𝑒2𝑡) + (2 (

1
2
𝑒2𝑡) ((𝑡2) + 2)(2𝑡) = 𝑡1𝑒2𝑡 + (𝑡2𝑒2𝑡 + 2)(2𝑡) 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑡1𝑒2𝑡 + 2𝑡3𝑒2𝑡 + 1𝑡 

𝑧اگر  (14 تست = 𝑡, 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑤 = 𝑥𝑦 + 𝑧  باشد
𝑑𝑤

𝑑𝑡
   2کدام است؟ 

1)1+ 𝑐𝑜𝑠2𝑡   2 )𝑐𝑜𝑠2𝑡 

3 )𝑠𝑖𝑛2𝑡   1 )1− 𝑠𝑖𝑛2𝑡 

𝑑𝑤         حل(

𝑑𝑡
=
𝜕𝑤

𝜕𝑥
×
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝑤

𝜕𝑦
×
𝑑𝑦

𝑑𝑡
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
×
𝑑𝑧

𝑑𝑡
 

𝑑𝑤

𝑑𝑡
= (𝑦) × (−𝑠𝑖𝑛𝑡) + (𝑥) × (𝑐𝑜𝑠𝑡) + (1) × (1) 

𝑑𝑤

𝑑𝑡
= (𝑠𝑖𝑛𝑡)(−𝑠𝑖𝑛𝑡) + (𝑐𝑜𝑠𝑡)(𝑐𝑜𝑠𝑡) + 1 

𝑑𝑤

𝑑𝑡
= −𝑠𝑖𝑛2𝑡 + 𝑐𝑜𝑠2𝑡 + 1 = 𝑐𝑜𝑠2𝑡 − 𝑠𝑖𝑛2𝑡 + 1 = 𝑐𝑜𝑠2𝑡 + 1 

 صحیح است. 1گزینه 

                                                        
  317رنجبران صفحه  1 

  317رنجبران صفحه  2 
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𝑧*اگر  = 𝑓(𝑥, 𝑦)  و𝑥  و𝑦 نسبت به ری یگتوابعی قابل دیفرانسیل𝑟  و𝑡 آنگاه  ،باشند𝑧  تابعی

 است و:  𝑡و  𝑟از  مشتق پذیر

   
𝜕𝑧

𝜕𝑡
=
𝜕𝑧

𝜕𝑥
×
𝜕𝑥

𝜕𝑡
+
𝜕𝑧

𝜕𝑦
×
𝜕𝑦

𝜕𝑡
        ,       

𝜕𝑧

𝜕𝑟
=
𝜕𝑧

𝜕𝑥
×
𝜕𝑥

𝜕𝑟
+
𝜕𝑧

𝜕𝑦
×
𝜕𝑦

𝜕𝑟
     

ثال  𝑦اگر  (21م = 3𝑟 − 2𝑠 , 𝑥 = 𝑟2 + 𝑠2 , 𝑧 = 𝑥2 + 𝑥𝑦   حاصاااال
𝜕𝑧

𝜕𝑠
طه    ی در نق

𝑟 = 𝑠 =  چقدر است؟  1

 حل( 

𝜕𝑧

𝜕𝑠
=
𝜕𝑧

𝜕𝑥
×
𝜕𝑥

𝜕𝑠
+
𝜕𝑧

𝜕𝑦
×
𝜕𝑦

𝜕𝑠
= (2𝑥 + 𝑦)(2𝑠) + (𝑥)(−2) 

𝑥 = 𝑟2 + 𝑠2  
 𝑟=𝑠=1
→      𝑥 = 1+ 1 = 2      

𝑦 = 3𝑟 − 2𝑠   →     𝑦 = 3− 2 = 1 

𝜕𝑧

𝜕𝑠
|
𝑟 = 𝑠 = 1

= (2 × 2+ 1)(2 × 1) + (2)(−2) = (1 + 1)(2) + (−1) 

= (1)(2) − 1 = 12− 1 = 3 

  :مشتق تابع ضمني

,𝐹(𝑥 تابع ضمنیِ 𝑦, 𝑧) = 𝑧متغیره  دورا در نظر بگیرید که تابع  2 = 𝑓(𝑥, 𝑦)  در آن صدق

 باشد: بصورت زیر می مشتق دونماید. این تابع دارای 

 𝑥مشتق گیری نسبت به متغیر                        𝑦مشتق گیری نسبت به متغیر                           

𝑧𝑥 = −

𝜕𝐹
𝜕𝑥
𝜕𝐹
𝜕𝑧

 = −
𝐹𝑥⏞
↑

𝐹𝑧⏟
↓

          ,  𝑧𝑦   =    −

𝜕𝐹
𝜕𝑦
𝜕𝐹
𝜕𝑧

    =    −
𝐹𝑦⏞
↑

𝐹𝑧⏟
↓

 

 𝑧مشتق گیری نسبت به متغیر                           zمشتق گیری نسبت به متغیر                         
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𝑥3تابع ضمنی  (22مثال + 𝑥𝑦2 + 𝑧3 − 𝑥𝑦𝑧 + 1 = را در نظر بگیرید. مطلوب است  2

   𝑧𝑥 .1 و  𝑧𝑦محاسبه 

 حل(

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥3 + 𝑥𝑦2 + 𝑧3 − 𝑥𝑦𝑧 + 1 = 2 

𝐹𝑥 = 3𝑥2 + 𝑦2 − 𝑦𝑧 

𝐹𝑦 = 2𝑥𝑦 − 𝑥𝑧 

𝐹𝑧 = 3𝑧2 − 𝑥𝑦 

 لذا داریم: 

𝑍𝑥 = −
𝐹𝑥
𝐹𝑧
= −

(3𝑥2 + 𝑦2 − 𝑦𝑧)

(3𝑧2 − 𝑥𝑧)
 

𝑍𝑦 = −
𝐹𝑦

𝐹𝑧
= −

(2𝑥𝑦 − 𝑥𝑧)
(3𝑧2 − 𝑥𝑦)

 

اگر  (15 تست
1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
− 1 = مقدار  2

𝜕𝑧

𝜕𝑦
 کدام است؟  (2,3,3)در نقطه ی  

1)−9   2 )1   3 )−1   1 )9 

 حل( 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −

𝜕𝐹
𝜕𝑦
𝜕𝐹
𝜕𝑧

= −
−

1
𝑦2

−
1
𝑧2

= −
𝑧2

𝑦2 = −(
𝑧

𝑦
)2 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
|
(2,3,3) = −(

3
3
)2 = −(2)2 = −1 

 صحیح است.  3گزینه 

 

                                                        
 787محمودیان صفحه  1 
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,𝑓(𝑥مشاهده کردیم که تابع  1(29 مثال 𝑦) = √9 − 𝑥2 − 𝑦2 دارای  (2,2)ی در نقطه

 است. از طرفی: نسبیماکزیمم 

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) =
−𝑥

√9− 𝑥2 − 𝑦2
   , 𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) =

−𝑦

√9 − 𝑥2 − 𝑦2
 

 کنیم که: و ملاحظه می

𝑓𝑥(2,2) =
2

√9
= 2      ,      𝑓𝑦(2,2) =

2

√9
= 2 

  :نقاط بحراني

𝑧در تابع دو متغیره اگر  = 𝑓(𝑥, 𝑦) تابع وجود داشته باشد که در آنها مشتقات  دامنهاطی از نق

,𝑍𝑥)جزئی مرتبه اول  𝑍𝑦) یبحراننقاط . این نقاط را باشند وجود نداشتهیا  برابر صفر باشند 

 یعنی:  ،گویندتابع می

 (𝑥نسبت به متغیر  𝑧مشتق گیری از تابع )

 

 

 (𝑦نسبت به متغیر  𝑧مشتق گیری از تابع )

 

یعنی برای  ،نیز صدق می کند بیش از دو متغیرداشته باشید که این موضوع برای توابع با دقت 

𝑧تابع  = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)  مرتبه اول که در آنها مشتقات جزئی  دامنه تابعمجموعه نقاطی از

 گویند.  یمجموعه نقاط بحرانرا  برابر صفر باشدیا  وجود نداشته

𝑍قطه بحرانی تابع طول و عرض ن (19 تست = 1𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 3𝑦2 − 𝑥 − 11𝑦  کدام

 ( 81)اقتصاد سراسری        است؟ 

1)(
−1

2
,

1

2
)  2 )(−1, 1)  3 )(2, −3)  1 )(2,3) 

                                                        
  323فحه رنجبران ص 1 

{
 
 

 
 𝑍𝑥⏞ =

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 2

𝑍𝑦⏟ =
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 2
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𝑍      حل( = 1𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 3𝑦2 − 𝑥 − 11𝑦 

 عدد ثابت فرض می شود𝑥 (𝑦  )نسبت به متغیر  𝑧مشتق گرفتن از تابع 

{
𝑍𝑥⏞
↑

= 2 → 𝑍𝑥 = 8𝑥 + 2𝑦 − 1 = 2                        
𝑍𝑦⏟
↓

= 2 → 𝑍𝑦 = 2𝑥 + 3𝑦 − 11 = 2        (−1) × {
8𝑥 + 2𝑦 = 1  
2𝑥 + 3𝑦 = 11 

 ( فرض شود عدد ثابت 𝑥) 𝑦نسبت به متغیر  𝑍مشتق گرفتن از تابع 

معادله پایین را در 1−ضرب  کردیم
⇒                  

{
8𝑥 + 2𝑦 = 1                
−8𝑥 − 21𝑦 = −13                                   

−22𝑦 = −11 →   𝑦 =̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
11
22
=

1
2
  →   𝑦 =

1
2⏟
↓

 

 عددی دیگر معرفی شده است(.  𝑦زیرا در این گزینه ها  ،1و  3و  2)حذف گزینه های  عرض نقطه بحرانی

→ ادامه محاسبه جهت یادگیری بیشتر 8𝑥+ 2𝑦 = 1 |
𝑦 =

1
2
   8𝑥+ 2 (12)= 1 

8𝑥 + 1 = 1 →   8𝑥 = −1  →   𝑥 =
−1
8
=

−1
2⏟

طول نقطه بحرانی

 

)برابر است با  یبحرانبنابراین طول و عرض نقطه   
−1

2
⏞
𝑥

,
1

2
⏞
𝑦

  صحیح است. 1گزینه      .  (

 1 نقطه ي زيني

𝑧تابع مشتق پذیر  = 𝑓(𝑥, 𝑦) ی بحرانی در نقطه(𝑎, 𝑏)  اگر در هر است نقطه زینیدارای ،

,𝑎)به مرکز  باز دایرۀ 𝑏)  نقاطی چون(𝑥, 𝑦)  از دامنه باشند که در آن𝑓(𝑥, 𝑦) > 𝑓(𝑎, 𝑏) 

,𝑥)و نقاطی چون  𝑦) د که در آن ناز دامنه باش𝑓(𝑥, 𝑦) < 𝑓(𝑎, 𝑏) نقطه حالت، باشد. در این

(𝑎, 𝑏, 𝑓(𝑎, 𝑏))  واقع بر تابع𝑍 = 𝑓(𝑥, 𝑦)  نامند. تابع می  نقطه زینیرا 

                                                        
  328و  327رنجبران صفحه  1 



17 

 

𝑥 = 2 ,   𝑦 = −
3
2
  →    𝑧 = −

9
1
   →   (2, −

3
2
, −

9
1
) 

𝑥 = 2  ,    𝑦 = −
3
2
  →   𝑧 =

7
1
   →    (2, −

3
2
,
7
1
) 

 کنیم. ( استفاده می𝑀∆از )آزمون  بحرانیحال برای تعیین نوع نقطه 

𝑧𝑥𝑥 = 3− 3𝑥       ,    𝑧𝑦𝑦 = 2       ,        𝑧𝑥𝑦 = 𝑧𝑦𝑥 = 2 

∆𝑀 = 𝑧𝑥𝑥𝑧𝑦𝑦 − 𝑧𝑥𝑦
2 = 2(3− 3𝑥) = 12− 12𝑥 

∆ (2, −
3
2
) = 12 > 2       ,   𝑧𝑥𝑥 (2, −

3
2
) = 3 > 2 

,2)بنابراین نقطه بحرانی  −
3

2
, −

9

1
 است.  نسبینیمم مینقطه  (

,2)نقطه بحرانی  و −
3

2
,

7

1
∆   ت: اس زینینقطه  ( (2, −

3

2
) = −12 < 2 

 3) روشی مفید در حل تست ها( های هشین: نآزمون دترمینا( 

 ( به صورت زیر می باشد: دوم)دیفرانسیل مرتبه  𝑑2𝑧با توجه به اینکه فرمول 

𝑑2𝑧 = 𝑧𝑥𝑥𝑑𝑥
2 + 2𝑧𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑧𝑦𝑦𝑑𝑦2 

 به صورت زیر می باشد:  ،نشان دهیمفرم ماتریسی حال اگر بخواهیم آن را به 

𝑑2𝑧 = [𝑑𝑥      𝑑𝑦] [
𝑧𝑥𝑥 𝑧𝑥𝑦
𝑧𝑦𝑥 𝑧𝑦𝑦

] [
𝑑𝑥
𝑑𝑦
] 

 آن به صورت زیر می باشد:  هشینماتریس که 

𝐻 = [
𝑧𝑥𝑥 𝑧𝑥𝑦
𝑧𝑦𝑥 𝑧𝑦𝑦

] 

ماتریس هشین بستگی  های اصلی نیناعلامت دترمبه  𝑑2𝑧می دانیم که علامت فرم درجه دوم 

 : عبارتند از( مینورهای اصلیماتریس هشین ) های اصلی ندترمیناحال می توان گفت  .دارد

|𝐻1| = 𝑧𝑥𝑥            ,      |𝐻2| = |
𝑧𝑥𝑥 𝑧𝑥𝑦
𝑧𝑦𝑥 𝑧𝑦𝑦

| 
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 بنابراین: 

|𝐻2|اگر  الف( > 2    ,    |𝐻1| <  است.  ماکزیمم 𝑀آنگاه نقطه شد، با 2

|𝐻2|اگر  ب( > 2    ,    |𝐻1| >  است.  مینیمم 𝑀آنگاه نقطه باشد،  2

 می باشد.  زینینقطه از نوع  ما نقطه بحرانیِ ،در غیر این صورت ج(

𝑧 متغیره 𝑛در بالا برای تابع گفته شده  قضیه: توجه  = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)  قابلنیز 

 را تشکیل می دهیم:  شینههای اصلی ماتریس  ندترمینایعنی باید  تعمیم می باشد.

 

|𝐻1| = 𝑍𝑥1𝑥1
     ,     |𝐻2| = [

𝑍𝑥1𝑥1
𝑍𝑥1𝑥2

𝑍𝑥2𝑥1
𝑍𝑥2𝑥2

] , … , |𝐻𝑛| = ||

𝑍𝑥1𝑥1
𝑍𝑥1𝑥1

⋯𝑍𝑥1𝑥𝑛

𝑍𝑥1𝑥1
𝑍𝑥2𝑥2

…𝑍𝑥2𝑥𝑛

⋮
𝑍𝑥𝑛𝑥1

⋮
𝑍𝑥𝑛𝑥2

…𝑍𝑥𝑛𝑥𝑛

|| 

 

 کنیم: را به صورت زیر بازنویسی می گفته شدهشرط های 

|𝐻1|اگر  الف( > 2 , |𝐻3| < 2 , |𝐻2| > 2 , |𝐻1| <  است.  ماکزیمم 𝑀گاه نقطه و .... آن 2

 (.هستند یکی در میان، منفی و مثبت علامت ها ،)در این حالت

|𝐻𝑛|اگر  ب( > 2…   , |𝐻2| > 2    ,    |𝐻1| >  است.  نیمممی 𝑀آنگاه نقطه    2

 است.  زینینقطه  ینقطه بحران ،در غیر این صورت ج(

 را مستقیماً بررسی کنیم.  𝑑2𝑧هتر است علامت اگر برخی از نامساویها به تساوی تبدیل شود ب

𝑧تابع  (21 تست = 2𝑥2 + 𝑥𝑦 + 2𝑦2 + این  یمفروض است، مقدار تابع در نقطه بحران 1

 ( 92)اقتصاد سراسری       تابع کدام است؟ 

1)𝑧 = 𝑧( 2   ماکزیمم  1 =  نیمم مطلق  می 1

3 )𝑧 = 𝑧( 1  ماکزیمم مطلق  2 =  زینی  2
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 حل( 

𝑧 = 2𝑥2 + 𝑥𝑦 + 2𝑦2 + 1 

{
𝑧𝑥 = 2 → 1𝑥 + 𝑦 = 2
𝑧𝑦 = 2 → 1𝑦 + 𝑥 = 2   

(−1)×
⇒     {

1𝑥 + 𝑦 = 2
𝑥 + 1𝑦 = 2

معادله پایین

⃗⃗ضربدر(1−) ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ {

1𝑥 + 𝑦 = 2                
−1𝑥 − 13𝑦 = 2          
−11 𝑦 = 2 → 𝑦 = 2  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

 

𝑧 |
𝑥 = 2
𝑦 = 2  = 2(2)2 + (2)(2) + 2(2)2 + 1 = 1 → 𝑧 = 1 →  حذف گزینه های 3و1

1𝑥 + 𝑦 = 2 |
𝑦 = 2 1𝑥 + 2 = 2 → 𝑥 = 2  

 استفاده می کنیم: هشین نآزمون دترمینااز  ،نقطهبرای تشخیص نوع 

|𝐻2| = |
𝑧𝑥𝑥 𝑧𝑥𝑦
𝑧𝑦𝑥 𝑧𝑦𝑦

| = |
1 1
1 1| =

(1)(1) − (1)(1) = 11 > 2 → |𝐻2| > 2 

|𝐻1| = 𝑧𝑥𝑥 = 1 > 2 →  نقطه بحرانی می نیمم است

یح است.صح 2گزینه   

𝑧نقطه بحرانی تابع دو متغیری ( 21 تست = 2𝑥2 + 𝑦2 − 3𝑥𝑦 − 2𝑥 + 2𝑦  چگونه است؟ 

 ( 88)مدیریت و حسابداری سراسری 

 نیمم  ( می1 ( ماکسیمم 3  ( عطف 2  (زینی 1

𝑧                      حل( = 2𝑥2 + 𝑦2 − 3𝑥𝑦 − 2𝑥 + 2𝑦 

{

𝑧𝑥 = 1𝑥 − 3𝑦 − 2   →   𝑧𝑥𝑥 = 1
𝑧𝑦 = 2𝑦 − 3𝑥 + 2   →   𝑧𝑦𝑦 = 2
𝑧𝑥𝑦 = 𝑧𝑦𝑥 = −3                            

 

 می توان گفت:  هشین نآزمون دترمیناحال با استفاده از 

|𝐻1| = 𝑧𝑥𝑥 = 1 > 2    ,     |𝐻2| = |
𝑧𝑥𝑥 𝑧𝑥𝑦
𝑧𝑦𝑥 𝑧𝑦𝑦

| = |
1 −3
−3 2 | 

|𝐻2| = (1)(2) − (−3)(−3) = 8− 9 = −1 < 2 

|𝐻2|بنابراین  < 2 , |𝐻1| > ها می باشد )چون علامت زینی ،یپس نقطه بحران ،می باشد 2

 صحیح است.  1گزینه            (.فرق دارندباهم 
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 سوالات آزمون های کارشناسی ارشد سراسری و آزاد

 فصل:

 توابع چند متغیره  

 حسابداری( –)مدیریت 
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 حل سوالات آزمون کارشناسی ارشد سراسری و آزاد

 فصل توابع چند متغیره 

 حسابداری( –)مدیریت 
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  :را بدست می آوریم  𝑉و  𝑈: ابتدا مقدار  حل کلاسیکصحیح است.    3گزینه  .322

𝑍 = 𝑒𝑢+𝑉 {
𝑈 = 𝑥2 − 𝑦2  

𝑥=𝑦=1
⇒      12 − 12   →   𝑈 = 2                

𝑉 = 3𝑥 + 2𝑦   
𝑥=𝑦=1
⇒      3(1) + 2(1) = 1  →   𝑉 = 1

 

𝑍𝑥 =
𝜕𝑧

𝜕𝑥
=
𝜕𝑧

𝜕𝑢
×
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑧

𝜕𝑣
×
𝜕𝑣

𝜕𝑥
= (𝑒𝑢+𝑣)(2𝑥) + (𝑒𝑢+𝑣)(3) 

𝑍𝑥 |

𝑥 = 1  (𝑒2+1)(2(1)) + (𝑒2+1)(3) = 2𝑒1 + 3𝑒1 = 1𝑒1

𝑦 = 1                                                                                     
𝑢 = 2                                                                                    
𝑣 = 1                                                                                   

 

𝑍𝑦 =
𝜕𝑧

𝜕𝑦
=
𝜕𝑧

𝜕𝑢
×
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑧

𝜕𝑣
×
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= (𝑒𝑢+𝑣)(−2𝑦) + (𝑒𝑢+𝑉)(2) 

𝑍𝑦 |

𝑥 = 1  (𝑒2+1)(−2(1)) + (𝑒2+1)(2) = −2𝑒1 + 2𝑒1 = 2
𝑦 = 1                                                                                     
𝑈 = 2                                                                                    
𝑉 = 1                                                                                   

 

 حل تکنیکی : 

قرار داده و در صورت امکان ساده کرده سپس از خود  𝑍را در تابع  Vو  𝑈ه ابتدا مقادیر داده شد

جداگانه مشتق گرفته و در مرحله آخر با یکدیگر  𝑦و نسبت به متغیر   xنسبت به متغیر  Zتابع 

 جمع کنید. بنابراین داریم: 

𝑍 = 𝑒𝑈+𝑉    
𝑈=𝑥2−𝑦2,𝑉=3𝑥+2𝑦
⇒                𝑍 = 𝑒𝑥

2−𝑦2+3𝑥+2𝑦⏞          
𝑢

 

𝑦=𝑒𝑢→𝑦′=𝑢′×𝑒𝑢

⇒            𝑍𝑥 = (2𝑥 + 3𝑥) × 𝑒𝑥
2−𝑦2+3𝑥+2𝑦

𝑥=𝑦=1
⇒    (2× 1+ 3× 1)𝑒1 = 1𝑒1 

 عدد ثابت فرض شد.  𝑦انجام شد در ضمن  𝑥در بالا مشتق گیری نسبت به متغیر  

𝑦=𝑒𝑢→𝑦′=𝑢′×𝑒𝑢

⇒            𝑍𝑦 = (−2𝑦 + 2) × 𝑒𝑥
2−𝑦2+3𝑥+2𝑦 𝑥=𝑦=1

⇒    (−2(1) + 2)𝑒1 = 2 

 عدد ثابت فرض شد 𝑥انجام شد در ضمن  𝑦در بالا مشتق گیری نسبت به متغیر 

𝑍𝑥 + 𝑍𝑦 = 1𝑒1 + 2 = 1𝑒1 
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 باشد داریم:  𝑛: قضیه اولر: اگر تابع همگن از درجه یادآوری   صحیح است. 2گزینه . 321

𝑥1
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
(𝑥) + 𝑥2

𝜕𝑓

𝜕𝑥2
(𝑥) + ⋯+ 𝑥𝑛

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
(𝑥) = 𝑛𝑓(𝑥) 

𝑧(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) =
(𝜆𝑥)3(𝜆𝑦)3

(𝜆𝑥)(𝜆𝑦)
=
(𝜆3𝑥3)(𝜆3𝑦3)

(𝜆𝑥)(𝜆𝑦)
=
𝜆3𝑥3𝑦3

𝜆2𝑥𝑦
= 𝜆1 𝑥

3𝑦3

𝑥𝑦

⏞
𝑧

= 𝜆1𝑧 → 𝑛 = 1 

𝑧ابع بنابراین ت =
𝑥3𝑦3

𝑥𝑦
 می باشد و قضیه اولر صادق است.  1تابع همگنی از درجه  

 

 صحیح است.  3گزینه . 322

𝑄 =𝜌→2
𝑙𝑖𝑚 [2/3𝑘−𝜌 + 2/7𝐿−𝜌]

−
1
𝜌 = [2/3+ 2/7]

−
1
𝜌 = 1∞ 

از طرفین 𝑙𝑛 می گیریم
⇒          𝜌→2

𝑙𝑛𝑙𝑖𝑚𝑄 =𝜌→2
𝑙𝑖𝑚

𝑙𝑛(2/3𝑘−𝜌 + 2/7𝐿−𝜌)

−𝜌
 

=
2
2

مشتق صورت

مشتق مخرج
   
𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙
⇒       𝜌→2

𝑙𝑖𝑚

−2/3𝑘−𝜌𝑙𝑛𝑘 − 2/7𝑘−𝜌𝑙𝑛𝑙
2/3𝑘−𝜌 + 2/7𝐿−𝜌

−1
 

   𝜌→2
𝑙𝑛𝑙𝑖𝑚𝑄 =

−(2/3𝑙𝑛𝑘 + 2/7𝑙𝑛𝑙)

−(2/3 + 2/7)
= 2/3𝑙𝑛𝑘 + 2/7𝐿𝑛𝐿 = 𝑙𝑛𝑘2/3 + 𝑙𝑛𝐿2/7 = 𝑙𝑛𝑘2/3𝐿2/7 

   𝜌→2
𝑙𝑛𝑙𝑖𝑚𝑄 = 𝑙𝑛𝑘2/3𝐿2/7 →    𝜌→2

𝑙𝑖𝑚
𝑄 = 𝑘2/3𝐿2/7 

 صحیح است. 2گزینه . 323

شرط مرتبه دوم برای حداکثر شدن یک تابع مقید که دارای یک قید است آن است که     دترمینان  حل  :

 و بقیه از مثبت به منفی تغییر علامت پیدا کند. یعنی:های هشین مرزی دترمینان اول منفی 

|𝐻1| < 2 , |𝐻2| > 2 , |𝐻3| < 2, … , …. 

 صحیح است. 4گزینه . 321

𝑧(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) =
(𝜆𝑥)1 + (𝜆𝑦)1

(𝜆𝑥)2(𝜆𝑦)2 =
𝜆1𝑥1 + 𝜆1𝑦1

(𝜆2𝑥2)(𝜆2𝑦2)
=
𝜆1(𝑥1 + 𝑦1)

𝜆1(𝑥2𝑦2)
== 𝜆2 𝑥

1 + 𝑦1

𝑥2𝑦2

⏞    
𝑧

= 𝜆2𝑧 

𝑛پس تابع همگنی از درجه صفر  =  می باشد. 2
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  صحیح است. 2گزینه . 321

𝑧 = 3𝑥2 + 1𝑦2 

{

𝑧𝑥 = 3𝑥 → 𝑧𝑥𝑥 = 3
𝑧𝑦 = 8𝑦 → 𝑧𝑦𝑦 = 8
𝑧𝑥𝑦 = 𝑧𝑦𝑥 = 2      

 

 بدست می آوریم: حال دترمینان هشین را 

|𝐻2| = |
𝑧𝑥𝑥      𝑧𝑥𝑦
𝑧𝑦𝑥      𝑧𝑦𝑦

| = |
3       2
2       8| =

(3)(8) − (2)(2) = 18− 2 = 18 

|𝐻2|با توجه به اینکه  = 18 > 2 , |𝐻1| = 𝑍𝑥𝑥 = 3 > می باشد بنابراین تابع در مبدأ  2

 ب می باشد. مختصات دارای مینیمم است یعنی نسبت به مبدأ محد

 صحیح است.  4گزینه . 323

𝑄(𝜆𝐾, 𝜆𝐿) = 𝐴[𝛼(𝜆𝐾)−𝜌 + 𝛽(𝜆𝐿)−𝜌]
− 
𝑟
𝑝 

𝐴[𝛼𝜆−𝜌𝑘−𝜌+𝛽𝜆−𝜌𝐿−𝜌]
− 
𝑟
𝑝 = 𝐴[𝜆−𝜌(𝛼𝐾−𝜌𝛽𝐿−𝜌]

− 
𝑟
𝑝 

𝐴(𝜆−𝜌)
− 
𝑟

𝑝[𝛼𝐾−𝜌 + 𝛽𝐿−𝜌]
− 
𝑟

𝑝 = (𝜆−𝜌)
− 
𝑟

𝑝 𝐴[𝛼𝐾−𝜌 + 𝛽𝐿−𝜌]
− 
𝑟

𝑝⏟            
𝑄

=𝜆𝑟𝑄 

 می باشد.  𝑟همگن از درجه  𝑄بنابراین تابع 

  صحیح است. 2گزینه . 327

𝑄 = 𝑄2 → 𝐾 = √
𝑄2

𝐴𝐿𝛼

𝛼

= √
𝑄2

𝐴

𝛼

𝐿−
𝛽
𝛼 

(مشتق اول)
𝑑𝐾

𝑑𝐿
= √

𝑄2

𝐴

𝛼

(−
𝛽

𝛼
) 𝐿−(

𝛽
𝛼
+1)

 

(مشتق اول)
𝑑𝐾

𝑑𝐿
= −√

𝑄2

𝐴

𝛼

(
𝛽

𝛼
)𝐿

−(
𝛽
𝛼
+1)
 (همواره منفی است)
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(مشتق دوم)
𝑑2𝐾

𝑑𝐿2 = √
𝑄2

𝐴

𝛼

(−
𝛽

𝛼
) (−

𝛽

𝛼
− 1)𝐿

−(
𝛽
𝛼
+2)

 

(مشتق دوم)
𝑑2𝐾

𝑑𝐿2 = √
𝑄2

𝐴

𝛼

(
𝛽

𝛼
) (
𝛽

𝛼
+ 1) 𝐿

−(
𝛽
𝛼
+2)
 (همواره مثبت است)

 بنابراین مشتق اول همواره منفی و مشتق دوم همواره مثبت است. 

  صحیح است. 2گزینه . 328

𝑍𝑥𝑥 = 2    ,     𝑍𝑦𝑦 < 2     , 𝑍𝑥𝑦 = 𝑍𝑦𝑥 

 با استفاده از دترمینان هشین نوع نقطه اکسترمم را مشخص می کنیم: 

|𝐻| = |
𝑍𝑥𝑥 = 2 𝑍𝑥𝑦
𝑍𝑥𝑦 𝑍𝑦𝑦 < 2| = (𝑍𝑥𝑥)⏟  

2

(𝑍𝑦𝑦)⏟  
منفی

− (𝑍𝑥𝑦)(𝑍𝑥𝑦) = 2 − (𝑍𝑥𝑦)2 = −(𝑍𝑥𝑦)
2 < 2 

 نقطه اکسترمم از نوع زینی می باشد. 
 

 صحیح است.  3گزینه . 329

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥(√𝑦 + 2√𝑥) 

𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) = 𝜆𝑥(√𝜆𝑦 + 2√𝜆𝑥) = 𝜆𝑥(√𝜆√𝑦 + 2√𝜆√𝑥) 

از داخل پرانتز𝜆√ را فاکتور می گیریم
⇒                  𝜆√𝜆 𝑥(√𝑦 + 2√𝑥)⏟        

𝑓(𝑥,𝑦)

= 𝜆. 𝜆
1
2𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜆

3
2𝑓(𝑥, 𝑦) 

𝑛همگن از درجه  𝑓تابع  =
3

2
𝑥می باشد، بنابراین حاصل  

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 ←برابر  

3

2
𝑓  
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