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 :مفاهیم اولیه

 با سوالی جالب از شما آغاز می کنم: رو این فصل

𝑓′(𝑥) :شده است؟ یعنی 2𝑥: کدام تابع است که مشتق آن سوال = 2𝑥 → 𝑓(𝑥) =? 

′(𝑥2)زیرا:  ،می باشد 𝑥2: مسلما پاسخ = 2𝑥 

 می گویند. انتگرالبدست آوردید که به آن  اولیهتابع بله به همین راحتی شما یک 

ولی در  ،تابعی به شما داده می شد و مشتق آن را می خواستند ،دقت کنید که در فصل مشتق

یعنی مشتق تابعی به شما داده می شود و  ،با عکس این قضیه روبه رو هستیم ،بسیاری از مسائل

 از شما می خواهند. تابع موردنظر را

 منحصر به فرد است یا تابع اولیه ی آن؟ ،: مشتق تابعسوال

 های مشتق، با مشتق گیری از هر تابع به یک جواب مشخص و به کمک فرمول :پاسخ

 .رسیمنمیبه یک جواب مشخص و منحصر به فرد  ،در حدس تابع اولیه اما ،رسیمبه فرد می منحصر

را در نظر  𝑥2توان هم می ،برای تابع اولیه آن ،باشد 2𝑥 ،به عنوان مثال اگر مشتق یک تابع

𝑥2گرفت و هم  + 𝑥2و هم  2 − خواهیم 2𝑥ها، به و ... زیرا در مشتق گیری از هرکدام از این 1

 .این تابع را حدس زد ثابتنمی توان مقدار رسید پس در حدس تابع اولیه، 

 بنویسیم:پس بهتر است 

 

 

 

 

 

  

2𝑥 𝑥2 + 𝑐⏟ عدد ثابت 

 مشتق بگیریم

 انتگرال بگیریم
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 نیاز به تعریف دیفرانسیل داریم: 𝑓𝑑𝑥∫یعنی  ،حال برای به کار بردن نماد انتگرال

 :تعريف ديفرانسیل تابع

𝑦تابع برای  = 𝑓(𝑥)  دیفرانسیل آن را با نماد𝑑𝑦  :حاصل ضرب مشتق تابع به صورت(𝒚′) 

 تعریف می کنیم یعنی: (𝒅𝒙)در دیفرانسیل متغیر مستقل 

𝑦 = 𝑓(𝑥)   →   𝑑𝑦 = 𝑦′𝑑𝑥  

 دیفرانسیل توابع زیر را تعیین کنید: (1 مثال

1) 𝑦 = 𝑥1 + 1𝑥2  →   𝑑𝑦 = (1𝑥3 + 12𝑥)𝑑𝑥 

2) 𝑦 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥  →   𝑑𝑦 =
1

1 + 𝑥2 𝑑𝑥 

 نکته: 

 گرفته ایم. اولیه تابع، تابع اصلی را حدس بزنیم، می گوییم از مشتقاگر  

 گرفته ایم. انتگرال، تابع اصلی را حدس بزنیم، می گوییم از دیفرانسیلاگر 

}            ( 2 مثال
𝑦′ = 2𝑥

تابع اولیه گرفتن
→       𝑦 = 𝑥2 + 𝑐                         

𝑑𝑦 = 2𝑥𝑑𝑥
انتگرال گرفتن
→      𝑦 = ∫ 2𝑥𝑑𝑥 = 𝑥2 + 𝑐

 

∫به کاربردن :توجه  )نماد انتگرال( کار را بسیار ساده می کند. زیرا در یک طرف تساوی،   

 .آن وجود دارد یتابع اولیهقرار دارد و در طرف دیگر تساوی،  دیفرانسیل )مشتق(

∫        :مانند  2𝑥𝑑𝑥⏟  
دیفرانسیل

= 𝑥2 + 𝑐⏟  
تابع اولیه

  

′𝑦ولی در نگارش  = 2𝑥 →  𝑦 = 𝑥2 + 𝑐  نیستچنین خبری. 

 فرق مشتق و دیفرانسیل چیست؟: سوال

)است  نسبتولی مشتق یک  ،است واحد طول ،: دیفرانسیلجواب
∆𝑦

∆𝑥
 .واحد نداردپس  (
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  :تعريف انتگرال

 یم.اممی ن انتگرالی اولیه را تابع معلوم باشد، عمل به دست آوردن معادله دیفرانسیلِهرگاه 

 با نماد: 

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑(𝐹(𝑥) + 𝑐)  ⇔ ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥⏟    
دیفرانسیل

= 𝐹(𝑥) + 𝑐 

 ی اولیه ی هر یک را بیابید؟از معادله ی دیفرانسیل های زیر، معادله (3 مثال

𝑑𝑦الف(  = 2𝑥𝑑𝑥   )ب𝑑𝑦 =
𝑑𝑥

1+𝑥2 

  حل(

𝑑𝑦(الف = 2𝑥𝑑𝑥  →   𝑦 = ∫ 2𝑥𝑑𝑥 = 𝑥2 + 𝑐 

𝑑𝑦(ب =
𝑑𝑥

1 + 𝑥2   →   𝑦 = ∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 + 𝑐 

  اگر𝑓  در بازه[𝑎, 𝑏] این  بدانید برایولی  ،است انتگرال پذیر ،در این فاصله ،باشد پیوسته

 پیوسته باشد.حتماً که  نداردلزومی  ،انتگرال پذیر باشد 𝑓که 

  اگر𝑓  در بازه[𝑎, 𝑏] باشد و در نقاط  پیوسته ،از نقاط این فاصله محدوددر تعدادی  به جزء

 است. انتگرال پذیرداشته باشد،  محدودحد چپ و راست  ،ناپیوستگی

اگر قضیه :𝑘 آنگاه می توان گفت: ،یک عدد حقیقی ثابت باشد 

∫𝑘𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑘∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥   
مثال
→   ∫ 3𝑥2𝑑𝑥 = 3∫𝑥2𝑑𝑥 = 𝑥3 + 𝑐 

)مثلا پشت  عبور نمایدهمیشه می تواند از علامت انتگرال  )مثلا عدد(، ثابتیعنی یک عامل 

 انتگرال قرار گیرد(.
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 :نايی با چند روش در انتگرال گیريآش

 ،توابع از مشتق گیری سخت تر است. درمحاسبه مشتقِ گیری همانطور که دیدید انتگرال

های با پیچیدگی ،ولی در محاسبه انتگرال ،مشخص است که باید از کدام دستور استفاده کنیم

 خواهیم شما را با چند روش کاربردی در حل حال در این قسمت می .خاصی روربرو هستیم

 انتگرال آشنا سازیم.مسائل 

I( :عبارت داخل انتگرال ساده سازی روش اول: 

که کمک زیادی در حل انتگرال  ت انتگرال را ساده سازیدحعبارت تابتدا سعی کنید تا حد امکان 

  .به شما خواهد کرد

 به مثال های زیر توجه فرمایید:

1)  ∫ 𝑥(1 − 2√𝑥)𝑑𝑥  
 ساده سازی
→      ∫(𝑥 − 2𝑥√𝑥)𝑑𝑥 = ∫(𝑥 − 2𝑥. 𝑥

1
2)𝑑𝑥 

= ∫𝑥 − 2𝑥
3
2𝑑𝑥 =

𝑥1+1

1 + 1
− 2(

𝑥
3
2+1

3
2 + 1

) + 𝑐 =
𝑥2

2
− 2(

𝑥
2
2

2
2

) + 𝑐 

=
𝑥2

2
− 2 ×

2
2
𝑥

2
2 + 𝑐 =  

1
2
𝑥2 − 2𝑥

2
2 + 𝑐 

2)  
𝑥√𝑥 + 2𝑥

√𝑥 + 2
𝑑𝑥

 ساده سازی
→     ∫

𝑥(√𝑥 + 2)

√𝑥 + 2
𝑑𝑥 = ∫𝑥𝑑𝑥 =

𝑥1+1

1 + 1
+ 𝑐 =

𝑥2

2
+ 𝑐 

3)  ∫ (𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥)2⏟          
اتحاد اول

𝑑𝑥
 ساده سازی
→    ∫(𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 2𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥) 𝑑𝑥 

𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 1

𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼
∫(1+ 2𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑥)𝑑𝑥 

𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 2𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥

𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼
∫(1 + 𝑠𝑖𝑛2𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥 −

1
2
𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐 
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1)  ∫(𝑥√𝑥 − 1)2𝑑𝑥
 ساده سازی
→    ∫(𝑥. 𝑥

1
2 − 1)2 𝑑𝑥 = ∫ (𝑥

3
2 − 1)2⏟      
اتحاد اول

𝑑𝑥 

= ∫(𝑥3 − 2𝑥
3
2 + 1)𝑑𝑥 =

𝑥3+1

3 + 1
− 2(

𝑥
3
2+1

3
2 + 1

) + 𝑥 + 𝑐 

=
𝑥1

1
− 2 ×

2
2
𝑥

2
2 + 𝑥 + 𝑐  =   

𝑥1

1
−

1
2
𝑥

2
2 + 𝑥 + 𝑐 

2)  ∫
1 + 𝑐𝑜𝑠3𝑥

1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥
𝑑𝑥       

ساده سازی

𝑎3 + 𝑏3 = (𝑎 + 𝑏)(𝑎2 − 𝑎𝑏 + 𝑏2)
 

∫
(1 + 𝑐𝑜𝑠𝑥)(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥)

1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥
= ∫ 1 + 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 = 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐 

 

𝑥با شرط  (3 تست ≠ 𝑘𝜋 +
𝜋

1
∫حاصل  

𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥−𝑠𝑖𝑛𝑥
 (92)سراسری رشته تجربی  کدام است؟ 

1 )𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐  2 )𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐 

3 )– 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐  1 )– 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐 

 حل( 

∫
𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥
     

𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑠𝑖𝑥2

ساده سازی
    ∫

𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥
 

(𝑎2−𝑏2)=(𝑎−𝑏)(𝑎+𝑏)
→                  ∫

(𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥)(𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥)

𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥 

= ∫(𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑑𝑥 =𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐 

 .  صحیح است 2گزینه 
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(II  :در محاسبه ی انتگرال: تغییر متغیرروش دوم 

 می گوییم. عامل اصلیمی گیریم که به آن  𝑢 ،شنبدون تواعبارت را  ترینتسخ (1گام

 می گوییم. 𝑑𝑢: عامل دیفرانسیلمی گیریم که به آن  دیفرانسیلاز طرفین عامل اصلی،  (2گام

 یا 𝑥عباراتی مانند اگر  ،(𝑑𝑢)و عامل دیفرانسیل  (𝑢)عامل اصلی  گذاریِبعد از جای (3گام

 𝑥2 آن را برحسب  ،یا ... باقی مانده باشد𝑢 می گوییم. عامل اضافیکنیم که به آن محاسبه می 

 : حاصل انتگرال های زیر را محاسبه کنید:سوال

1) ∫ 𝑥(𝑥 − 1⏟  
سختترین

)21𝑑𝑥
 روش تغییر متغیر
→        𝑥 − 1 = 𝑢:عامل اصلی → {

𝑑𝑥 = 𝑑𝑢:عامل دیفرانسیل

𝑥 = 𝑢 + عامل اضافی:1
 

∫ 𝑥(𝑥 − 1)21𝑑𝑥 = ∫(𝑢 + 1)𝑢21𝑑𝑢 = ∫(𝑢21 + 𝑢21)𝑑𝑢 =
𝑢21+1

21 + 1
+
𝑢21+1

21 + 1
+ c 

تغییر متغیر به حالت اولیه ∶ 𝑢 = 𝑥 − 1

𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼
   
(𝑥 − 1)22

22
+
(𝑥 − 1)21

21
+ 𝑐 

′𝑢ضربی است و از نوع  ،انتگرال 1در حل سوال توجه :   × 𝑢𝑛 هرا نهاهم نمی باشد پس ت 

باقی مانده آن است که ضرب را به جمع تبدیل کنیم که این روند به دو صورت انجام می گیرد یا 

𝑥)این که   − 𝑥و  𝑥برسانیم و یا اینکه جای توان های   21را به توان  (1 − د و وعوض ش 1

 می گوییم. غیرتغییر متالبته با متغیرهای جدید، تا به جمع تبدیل شود، به این روند 

2) ∫
𝑥3

√1 + 𝑥2
d𝑥  

روش تغییر متغیر
→         1 + 𝑥2 = 𝑢  →  {

2𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑢
𝑥2 = 𝑢 − 1

  

∫
𝑥3𝑑𝑥

√1 + 𝑥2
=

1
2
∫

𝑥22𝑥𝑑𝑥

√1 + 𝑥2    
=

1
2
∫
(𝑢 − 1)𝑑𝑢

√𝑢
=

1
2
∫√𝑢 −

1

√𝑢
𝑑𝑢 

=
1
2
[(

𝑢
1
2+1

1
2 + 1

−
𝑢−

1
2+1

−
1
2 + 1

)] + 𝑐 =
1
2
[(

𝑢
3
2

3
2

−
𝑢

1
2

1
2

)] + 𝑐 
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 کتابچه تکنیکی

 رالـانتگ
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 :انتگرال گیري به کمک دايره مثلثاتی

 دهد.میبه ما انتگرال  ،عقربه های ساعت )روی دایره مثلثاتی( حرکت کنیم خلاف جهتاگر در 

 
 

 

 کدام است؟  𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥−∫حاصل  (4تست 

1 )𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐   2 )– 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐             3 )– 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐        1 )𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐 

 کنیم:جهت انتگرال گرفتن استفاده می از دایره مثلثاتی حل(

 

 

 

∫−𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 = −𝑠𝑖𝑛𝑥 + c 

 یعنی: ،می توان از آنان مشتق گرفت ،: برای اطمینان خاطر از درستی جواب توجه 

(−𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐)′ = −𝑐𝑜𝑠𝑥 =   انتگرال صورت سوال

 .صحیح است 3گزینه 

مثلا اگر  ،چه کاری باید انجام دهیم ،باشد دارای ضریب 𝑥 ،اگر در عبارت مثلثاتیسوال مهم:

 داشته باشیم:

 

∫𝑐𝑜𝑠 2⏟
ضریب

𝑥𝑑𝑥 =                                                  
1
2
(𝑠𝑖𝑛2𝑥) + 𝑐 

 یعنی ماگر از طرف راست تساوی مشتق بگیری: (𝑠𝑖𝑛2𝑥)′ = 2𝑐𝑜𝑠2𝑥 ، پس  ،زیادی است 2عدد

 :  تا بشود کنیمتقسیم  2بر عدد را  𝑠𝑖𝑛2𝑥عبارت  ایدب
1

2
𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐  

انتگرال
←    

1

2
(𝑠𝑖𝑛2𝑥) 

(
1
2
(𝑠𝑖𝑛2𝑥))′ = (2𝑐𝑜𝑠2𝑥)

1
2
= 𝑐𝑜𝑠2𝑥 

−𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥 

𝑠𝑖𝑛𝑥 

−𝑠𝑖𝑛𝑥 

 انتگرال

−𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥 

𝑠𝑖𝑛𝑥 

−𝒔𝒊𝒏𝒙 

−𝑐𝑜𝑠𝑢 𝑐𝑜𝑠𝑢 

𝒔𝒊𝒏𝒖 

−𝑠𝑖𝑛𝑢 
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 مثال( 

∫ 𝑠𝑖𝑛3𝑥𝑑𝑥 =                                               
1

3
(−𝑐𝑜𝑠3𝑥) + 𝑐 =

−1

3
𝑐𝑜𝑠3𝑥 + 𝑐  

 :کنند شامل: می ایجاد منفیدو تابع مهم که   تذکرجالب 

{
(𝑐𝑜𝑠𝑥)′ = −𝑠𝑖𝑛𝑥

(
1
𝑥
)′ =

−1
𝑥2           

 

 :𝒙𝒏𝒅𝒙∫بررسی فرمول مهم 

 آن را یاد بگیرید فرمول انتگرالبا این فرمول مواجه می شوید که باید  ،در اکثر سوالات انتگرال

𝑥𝑛𝑑𝑥∫که به صورت  =
𝑥𝑛+1

𝑛+1
+ c . می باشد 

𝑥2𝑑𝑥∫ (مثال = (
𝑥2+1

2 + 1
) + 𝑐 =

𝑥3

3
+ 𝑐 

∫ (مثال 3𝑥1𝑑𝑥 = 3(
𝑥1+1

1 + 1
) + 𝑐 =

3𝑥2

2
+ 𝑐 

 

∫حاصل  (5تست 
3−3𝑥

1−√𝑥
𝑑𝑥 = 𝑥. 𝑓(𝑥) + 𝑐  مقدار𝑓(𝑥) کدام است؟ 

1 )3 + 2√𝑥 2 )3 + √𝑥 3 )3𝑥 − √𝑥 1 )2𝑥 − 3√𝑥 

 می کنیم: تا حدامکان سادهصورت سوال را  ابتدا انتگرال راه اول(

∫
3 − 3𝑥

1 − √𝑥
𝑑𝑥 = ∫

3(1 − 𝑥)

1 − √𝑥
𝑑𝑥

اتحاد مزدوج
→     ∫

3(1 − √𝑥)(1 + √𝑥)

1 − √𝑥
𝑑𝑥 

= ∫ 3(1 + √𝑥)𝑑𝑥 = 3∫(1 + √𝑥)𝑑𝑥
تفکیک انتگرال
→      3∫𝑥1𝑑𝑥 + 3∫𝑥

1
2𝑑𝑥 

∫𝑥𝑛𝑑𝑥=
𝑥𝑛+1

𝑛+1
+𝑐

→           3(
𝑥1+1

1 + 1
) + 3(

𝑥
1
2+1

1
2 + 1

) + 𝑐 = 3𝑥 + 3
𝑥

3
2

3
2

+ 𝑐 

−𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥 

𝑠𝑖𝑛𝑥 

−𝑠𝑖𝑛𝑥 
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= 3𝑥 + 3 (
2
3
𝑥

3
2) + 𝑐 = 3𝑥 + 2𝑥

3
2 + 𝑐  

𝑥 فاکتورگیری از

𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼
 𝑥(3 + 2𝑥

1
2) + 𝑐 

= 𝑥(3 + 2√𝑥⏟    
𝑓(𝑥)

) + 𝑐 

 یعنی: ،تا حد امکان ساده می کنیمابتدا تابع تحت انتگرال را  راه حل دوم(

∫
3 − 3𝑥

1 − √𝑥
𝑑𝑥 = ∫

3(1 − 𝑥)

1 − √𝑥
𝑑𝑥 = ∫

3(1 − √𝑥)(1 + √𝑥)𝑑𝑥

1 − √𝑥
= ∫ 3 (1 + √𝑥)𝑑𝑥 

گزینه ای صحیح خواهد بود که پس از مشتق گیری با  .حال می توان از گزینه ها مشتق گرفت

1)3عبارت  + √𝑥)  :برابر شود 

 گزینه ها:بررسی 

.𝑥 ( گزینه1 𝑓(𝑥)  →   𝑥(3 + 2√𝑥) = 3𝑥 + 2𝑥√𝑥 = 3𝑥 + 2𝑥
3
2 

مشتق گیری
→     (3𝑥 + 2𝑥

3
2)

′

= 3 + 2 (
3
2
𝑥

1
2) = 3 + 3𝑥

1
2 = 3 + 3√𝑥 = 3(1 + √𝑥) 

 با تابع تحت انتگرال صورت سوال برابر شد . 1مشاهده می کنید که مشتق گزینه 

 .صحیح است 1گزینه 

𝑥با شرط  (6تست  ≠ 𝑘𝜋 +
𝜋

1
∫حاصل  

𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥−𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥 کدام است؟ 

1 )𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐  2 )𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐 

3 )– 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐  1 )– 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐 

∫اول باید انتگرال سوال  حل(
𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥−𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥 = ∫

𝑐𝑜𝑠2𝑥−𝑠𝑖𝑛2𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥−𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥  تا حد امکان سادهرا 

=                           کنید. ∫
(𝑐𝑜𝑠𝑥−𝑠𝑖𝑛𝑥)(𝑐𝑜𝑠𝑥+𝑠𝑖𝑛𝑥)

𝑐𝑜𝑠𝑥−𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥 = ∫(𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑑𝑥 

 

 

 

∫(𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑑𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐                         صحیح است 2گزینه.  

−𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥 

𝑠𝑖𝑛𝑥 

−𝑠𝑖𝑛𝑥 

−𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥 

𝑠𝑖𝑛𝑥 

−𝑠𝑖𝑛𝑥 
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𝑠𝑖𝑛2𝑥)∫حاصل  (7تست  + 𝑐𝑜𝑠2𝑥) :برابر است با 

1 )𝑥 + 𝑐  2 )
𝑠𝑖𝑛3𝑥

3
+

𝑐𝑜𝑠3𝑥

3
   

3 )1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥  1 )𝑐𝑜𝑡2𝑥 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥 + 1 

𝑠𝑖𝑛2𝑥)∫     حل( + 𝑐𝑜𝑠2𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 1𝑑𝑥 = 𝑥 + 𝑐 

 .صحیح است 1گزینه 

 نکته:       

{

(𝑙𝑛𝑢)′ =
𝑢′

𝑢
                                                                                                  

∫
𝑢′

𝑢
𝑑𝑢 = 𝑙𝑛|𝑢| + 𝑐   

یعنی
⇒    ∫

مشتق تابع مخرج

تابع
𝑑 (متغیر) = 𝑙𝑛 |تابع| + 𝑐

  

∫ (مثال 𝑐𝑜𝑡𝑔𝑥𝑑𝑥 = ∫
𝑐𝑜𝑠𝑥⏞

مشتق مخرج

𝑠𝑖𝑛𝑥
= 𝑙𝑛|𝑠𝑖𝑛𝑥| + 𝑐 

∫ (مثال
1 + 𝑡𝑔2𝑥⏞    

مشتق مخرج

𝑡𝑔𝑥
𝑑𝑥 = 𝑙𝑛|𝑡𝑔𝑥| + 𝑐 

∫ (مثال 𝑡𝑔𝑥𝑑𝑥 = −∫
𝑠𝑖𝑛𝑥⏞

مشتق مخرج(منفی کم دارد)

𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑑𝑥 = −𝑙𝑛|𝑐𝑜𝑠𝑥| + 𝑐 

 :انتگرال معین

تا  𝑎در بازه ای تعیین شده از  سطح زیر منحنیمحاسبه  ،اگر بخواهم به صورتی ساده بیان کنم

𝑏  بر روی محور𝑥  گویند. معینها را انتگرال 

 امکان پذیر است. روش زیر 3محاسبه انتگرال معین معمولا با استفاده از 

 ذوزنقه( مساحت 3  مثلث( مساحت 2 مستطیل( مساحت 1
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I)  :مساحت مستطیل∫ 𝒌𝒅𝒙 = 𝒌⏟

عرض

( 𝒃 − 𝒂⏟  

طول مستطیل

)
𝒃

𝒂
  

 

∫ (مثال 3𝑑𝑥 =
2

−3
3⏞
𝑘

⏟
عرض

(

 
 

2⏞
𝑏

− (−3⏞
𝑎

)
⏟      

طول مستطیل )

 
 
= 3(2) = 12 

 

∫ (مثال 7𝑑𝑥 =
2
−2

7⏟
𝑘

(2⏟
𝑏

− (−2⏟
𝑎

)) = 7(7) = 19 

 

 

II)  1 ×قاعده×مساحت مثلث )ارتفاع
2

 = 𝑆): 

∫ (مثال 𝑥𝑑𝑥
2

1
 

{
𝑥 = 1 → 𝑦 = 1
𝑥 = 2 → 𝑦 = 2 

(مساحت مثلث) 𝑆 =
1
2
× قاعده × ارتفاع =

1
2
× 2 × 2 = 2 

 

 

 

𝑦 

𝑥 

𝑦 = 𝑘 

𝑎 𝑏 

𝑦 

𝑥 

𝑦 = 7 

−2 2 

𝑦 = 𝑥 

2 

2 1 

2 

𝑦 

𝑥 

𝑦 = 3 

−3 2 
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 محور  بالای: اگر بخواهیم مساحت سطح زیرمنحنی در تذکر𝑥 ها را حساب کنیم: +𝑆  

– :ها را محاسبه کنیم 𝑥محور  پایینو اگر بخواهیم مساحت سطح زیر منحنی در  𝑆 می باشد، 

 یعنی : 

 

 

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑆                               ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = −𝑠
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

∫ (مثال 2𝑥𝑑𝑥 = −𝑆1 + 𝑆2 = −
2×1

2
+

3×1

2
= −1 + 9 = 8 

3
−1   

 

 

 

 

∫ (مثال |𝑥|
1
−1

𝑑𝑥 = 𝑆1 + 𝑆2 = (
1

2
× 1 × 1) + (

1

2
× 1 × 1) = 1  

 

 

 

 

∫حاصل  (8تست  |1 − 𝑥|𝑑𝑥
2
−2

 (81( )مدیریت دولتی آزاد81)مدیریت سراسری برابر است با؟  

1 )1  2 )1  3 )3  1 )2 

|𝑢|خواص قدر مطلق  نکته: حل(  = |−𝑢| :1|         بنابراین − 𝑥| = |𝑥 − 1| 

∫ |𝑥 − 1|𝑑𝑥
2

−2
 

𝑥 − 1 = 1 → 𝑥 = 1 

 

𝑦 

𝑥 
𝑥

= 𝑎 

𝑥

= 𝑏 

𝑆 

𝑦 

𝑥 
𝑥

= 𝑎 

𝑥

= 𝑏 

𝑆 

𝑦 = 𝑥 

1 

3 1 

3 

𝑆2 −1 

2 
𝑆1 

1 

1 

1 

𝑆2 

−1 

𝑆1 

3 

1 

𝑆2 

−2 

𝑆1 

2 

3 1 

1 
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{
𝑦 = |𝑥 − 1|   

𝑥=−2 : کران پایین انتگرال
→               𝑦 = |−2 − 1| = 3

𝑦 = |𝑥 − 1|    
𝑥=2 : کران بالای انتگرال
→              𝑦 = |2 − 1| = 1     

 

𝑆1 + 𝑆2 = (
1
2
× 3 × 3) + (

1
2
× 1 × 1) =

9
2
+

1
2
=

11
2
= 2 

 صحیح است. 4گزینه 

III ذوزنقه( مساحت: 

 

 

 

 

 

 

 

 

تابع  انتگرالف معرّ 𝑏تا  𝑎در بازه  ها 𝑥بر روی محور  سطح منحنیبا توجه به این که محاسبه 

می توان در حالت کلی گفت  ،توان شکل آنها را رسم کرد، برای مسائل دشواری که نمیباشدمی

که در شکل بالا نشان  خطای اندازه گیریکه مساحت آن ها به صورت مساحت ذوزنقه به همراه 

 حال با توجه به فرمول مساحت ذوزنقه داریم : .می باشد ،داده شده است

[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)⏟        
مجموع دو قاعده

] × 
𝑏 − 𝑎⏞  

ارتفاع

2
 

 و سپس  فاصله بازه داده شده را شکستهکافیست  ،: برای کاهش خطای اندازه گیریتذکر

∫                  یعنی: ،سوال را حل کنیم 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑏

𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +
𝑐

𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑐
  

𝑓(𝑏) =  قاعده

𝑎 

𝑓(𝑏) =  قاعده

𝑏 

 ارتفاع

𝑦 

𝑓(𝑏) 

𝑓(𝑎) 

𝑥 

 خطای اندازه گیری
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 باشید. قوی تا حدی  ،محاسبات عددیدر انجام باید  ،به روش تستی : در محاسبهنکته 

 :حفظ باشیدبعنوان مثال باید حاصل عباراتی مانند عبارات زیر را 

{
 
 

 
 √9 = 3   
√8 ≃ 2/8

√7 ≅ 2/1

√1 ≅ 2/1

                         

{
 
 

 
 √2 ≃ 2/3   

√1 = 2       
√3 ≃ 1/7  

√2 ≅ 1/1  

 

 

 {

𝑙𝑛1 = 1             
𝑙𝑛1/2 = 1/1    
𝑙𝑛2 = 1/7        
𝑙𝑛𝑒 = 𝑙𝑛3 = 1

 

 

{
 
 

 
 
𝑙𝑛1 = 1/1                   
𝑙𝑛2 = 1/1 + 1/2        
𝑙𝑛1 = 1/1 + 1/2        
𝑙𝑛8 = 1/8 + 1/2        
𝑙𝑛11 = 2/3                 

                          

{
 
 

 
 
𝑙𝑜𝑔1 = 1                  
𝑙𝑜𝑔1/2 = 1/12        
𝑙𝑜𝑔2 = 1/3              
𝑙𝑜𝑔3 = 1/12            
𝑙𝑜𝑔1 = 1/1              

 

{
𝑒1 ≃ 2/7   
𝑒2 ≃ 7/2 

 

𝑦مساحت محدود به منحنی  (9تست  = 𝑥𝑙𝑛𝑥  و محور𝑥  1]ها در بازه, 𝑒]  کدام است؟ 

 (91)مدیریت و حسابداری سراسری

1 )
1

1
(𝑒2 + 1)       2 )

1

2
(𝑒2 − 1)          3 )

1

2
𝑒2 1 )

1

2
(𝑒2 − 2) 

𝑓(𝑎)]یعنی:   ،ذوزنقهمساحت با استفاده از فرمول مساحت  محاسبه حل تکنیکی( + 𝑓(𝑏)] ×
𝑏−𝑎

2
  

 :شکنیمبازه را میاندازه گیری  کاهش خطایجهت 

∫ 𝑥𝑙𝑛𝑥𝑑𝑥 =
𝑒

1
∫ 𝑥𝑙𝑛𝑥𝑑𝑥

2

1
+∫ 𝑥𝑙𝑛𝑥𝑑𝑥

𝑒=2/7

2
 

([𝑓(1) + 𝑓(2)] ×
2 − 1

2
) + ([𝑓(2) + 𝑓(𝑒)] ×

𝑒 − 2
2

 

2/1-  

2/1-  

2/1-  

 

 

3/1-  

3/1-  

3/1-  

 

 

3/1 + 

3/1 + 
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= ([1 × 𝑙𝑛1 + 2𝑙𝑛2] ×
1
2
) + ([2𝑙𝑛2 + 𝑒𝑙𝑛𝑒] ×

2/7 − 2
2

 

𝑙𝑛1 = 1

𝑙𝑛2 = 1/7
  [1 × 1 + 2(1/7)] ×

1
2
) + ([2(1/7) + 𝑒(1)] ×

1/7
2

 

𝑙𝑛𝑒=1
→   [(1 + 1/1) ×

1
2
] + [1/1 + 2/7] × 1/32 = [

1/1
2
] + [1/1 ×

32
111

] 

= 1/7 +
11
11
×

32
111

= 1/7 +
1132
1111

≅ 1/7 + 1/12 = 2/12 

 :بررسی گزینه ها

1 )
1

1
(𝑒2 + 1) =

1

1
(7/2 + 1) ≅  می باشد( 2/12)نزدیک ترین عدد به  2/1

2 )
1

2
(𝑒2 − 1) =

1

2
(7/2 − 1) = 3/1 

3 )
1

2
𝑒2 =

1

2
(7/2) = 3/1 

1 )
1

2
(𝑒2 − 2) =

1

2
(7/2 − 2) = 2/1 

 .صحیح است 1گزینه 

𝑓(𝑥)اگر ( 11تست  = ∫
2𝑥2

𝑥+1
𝑑𝑥  ،مقدار باشد𝑓(1) − 𝑓(1)کدام است؟ 

 (92)اقتصاد سراسری 

1 )2𝑙𝑛2 − 1 2 )2𝑙𝑛3 + 2 3 )2𝑙𝑛3 − 2 1 )2𝑙𝑛2 + 1 

𝑓(𝑎)]می توان از فرمول  حل تکنیکی( + 𝑓(𝑏)] ×
𝑏−𝑎

2
 یعنی: ،سوال را حل کرد 

∫
2𝑥2

𝑥 + 1
𝑑𝑥 = ∫

2𝑥2

𝑥 + 1

1
2

1

1

1
𝑑𝑥 + ∫

2𝑥2

𝑥 + 1
𝑑𝑥

1

1
2

 

[𝑓(1) + 𝑓(
1
2
)] ×

1
2 − 1

2
) + ([𝑓(

1
2
) + 𝑓(1)] ×

1 −
1
2

2
= [1 +

2(
1
2)

2

1
2 + 1

] ×
1
1
) + [

2(
1
2)

2

1
2 + 1

+
2(1)2

1 + 1
] ×

1
1
) 

= ([
2 (

1
1)

3
2

] ×
1
1
) + ([

2 (
1
1)

3
2

+ 1] ×
1
1
) = ([

(
1
2)
3
2

] ×
1
1
) + ([

(
1
2)
3
2

+ 1] ×
1
1
) 
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= [(
1
3
×

1
1
)] + [(

1
3
+

1
1
) ×

1
1
] 

=
1
12
+ (

1
3
×

1
1
) =

1
12
+

1
3
=

1 + 1
12

=
2
12

≃
1
12

= 1/3 ≅ 1/1 

 بررسی گزینه ها:

1 )2𝑙𝑛2 − 1 ≅ 2(1/7) − 1 = 1/1 

2 )2𝑙𝑛3 + 2 ≅ 2(1) + 2 = 1 

3 )2𝑙𝑛3 − 2 ≅ 2(1) − 2 = 1 

1 )2𝑙𝑛2 + 1 ≅ 2(1/7) + 1 = 2/1 

 .صحیح است 1گزینه 

 :انتگرال معین تابع جزء صحیح

 .سپس مسئله را حل کنید ،جزء صحیح را برداشتههمیشه اول سعی کنید 

 فرمولی مهم برای انتگرال توابع جزء صحیح: 

∫ [𝑥]𝑑𝑥 =
𝑏

𝑎

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 + 𝑎 − 1)
2

      (𝑎, 𝑏 ∈ 𝑧)  

 

∫ (مثال [𝑥]
3

−1
𝑑𝑥 =

(3 − (−1))(3 + (−1) − 1)
2

=
(1)(1)

2
= 2 

 :انتگرال معین توابع فرد

تابع فرد ∶  {
∀ 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 →  −𝑥 ∈ 𝐷𝑓(دامنه متقارن)

𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥)                                 
 

 

∫ 𝑓(𝑥)⏟

تابع فرد

𝑎

−𝑎

= 1  

𝑦 = 𝑥  )تابع فرد(

 جزء(
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حالا دونیم که انتگرال در یه بازه، یعنی همون مساحت زیر منحنی در اون بازه، خب می توضیح:

 اگه گفتین چرا انتگرال تابع فرد، میشه صفر؟...

ولی چون موقع  مساحت این دو قسمت قرینه با هم برابره،داره، و  قرینهچون تابع فرد، حالت 

 منفیها قرار داره رو  𝑥جمع کردن این دو مساحت، ما باید مساحت قسمتی که زیر منحنی 

 درنظربگیریم، بنابراین، جمع این دو مساحت، مساوی صفر میشه. )به شکل مثال زیر دقت کنید(.

∫ (مثال 𝑥3
3

−3
𝑑𝑥 = ∫ (تابع فرد) = 1

3

−3
 

 
 

 

∫مقدار  (11تست  𝑥|𝑥|𝑑𝑥
2
−2

 (83)حسابداری آزاد   برابر است با:  

1 )
8

3
  2 )1  3 )

12

2
  1 )

11

2
 

 حل(

|𝑥| = {
𝑥   𝑥 ≥ 1
−𝑥   𝑥 < 1

  
×𝑥
→  {

𝑥. 𝑥       𝑥 ≥ 1
−𝑥. 𝑥    𝑥 < 1

→ { 𝑥
2     𝑥 ≥ 1

−𝑥2    𝑥 < 1
 

𝑥|𝑥| = 𝑥3  (تابع فرد) 

 

∫ 𝑥|𝑥|𝑑𝑥 =
2

−2
∫ تابع فرد = 1
𝑎

−𝑎

 

 

 .صحیح است 2گزینه 

 

𝑥 

𝑦 

−3 

3 

𝑥 

𝑦 

−2 

2 
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 معین توابع زیر را بدست آورید:انتگرال  مثال (

∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥⏟
تابع فرد

𝑑𝑥 = 1

π
2

−
π
2

 

 

 

∫  
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥⏟  
تابع فرد

+2π

−2π
= ∫ 𝑑𝑥 تابع فرد  = 1

𝑎

−𝑎

 

 

∫ (مثال [𝑥]⏟

تابع فرد

𝑑𝑥 = −3
+3

−3
 

∫حاصل  (122تست  (𝑥 + [𝑥])𝑑𝑥
+2
−2

 چیست؟ 

1 )2  2 )−2  3 )1  1)1  

∫ (حل 𝑥⏟
تابع فرد

𝑑𝑥 + ∫ [𝑥]⏟
تابع فرد

2

−2

2

−2
𝑑𝑥 = 1 + (−2) = −2 

 صحیح است. 2گزینه 
 

∫حاصل  (13تست  (2𝑥 + |𝑥|)𝑑𝑥
+2
−2

 چیست؟ 

1 )2  2 )1  3 )1  1)3  

∫ (حل 2𝑥⏟
تابع فرد

𝑑𝑥 + ∫ |𝑥|⏟

مساحت مثلث

2

−2

2

−2
𝑑𝑥 = 1 + (1) = −2 

 

 صحیح است. 2گزینه 

 

∫ [تابع فرد] = −𝑎
+𝑎

−𝑎
:    نکته    

2 −2 
(

1
2
× 2 × 2) + (

1
2
× 2 × 2) = 1 

𝑥 

𝑦 

−𝜋

2
 

𝜋

2
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 زوج:انتگرال معین توابع 

تابع زوج ∶  {
∀𝑥 ∈ 𝐷𝑓  →  −𝑥 ∈ 𝐷𝑓 (دامنه متقارن میباشد)

𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥)                                              
 

∫ 𝑓(𝑥)⏟
 تابع زوج

𝑑𝑥 = 2 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

1

𝑎

−𝑎

 

∫(مثال 𝑥2⏞

تابع زوج

𝑑𝑥 =
1

−1
2 ∫ 𝑥2𝑑𝑥 =

1

1
2[
𝑥3

3
]1

1 = 2 [
13

3
−

13

3
] = 2 ×

1
3
=

2
3

 

∫(مثال 𝑡𝑎𝑛2⏟
تابع زوج

𝑥𝑑𝑥 =

𝜋
1

−
𝜋
1

2 ∫ 𝑡𝑎𝑛2𝑥𝑑𝑥

𝜋
1

1
= 2∫ 𝑡𝑎𝑛2𝑥 + 1⏟      − 1𝑑𝑥

𝜋
1

1
 

= 2(𝑡𝑎𝑛𝑥 − 𝑥)]1

𝜋
1 = 2 (1 −

𝜋

1
) = 2 −

𝜋

2
 

 

 

 

𝑥2سطح بین دو منحنی  (14تست  = 1𝑦  و𝑦2 = 1𝑥 کدام است؟ 

1 )
8

3
  2 )

11

3
  3 )

11

3
  1 )

11

3
 

 :در بالا می توان گفت با توجه به نکته گفته شده  حل(

𝑦2 = 1 𝑥   و   𝑥2 = 1 𝑦 →  𝑆 =
1
3
𝑎2   

𝑎=1
→   𝑆 =

1
3
(1)2 =

11
3

 

 . صحیح است 4گزینه 

 

𝑦2 = 𝑎 𝑥   و   𝑥2 = 𝑎 𝑦  →   𝑆 =
1

3
𝑎2          

:نکته  
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 نکته        : 𝐼𝑛 = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛
𝜋

2
1

𝑥𝑑𝑥 = ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛
𝜋

2
1

𝑥𝑑𝑥  

𝐼𝑛 =
𝑛 − 1
𝑛

× 𝐼𝑛−2   →   {
𝐼1 =

𝜋

2
𝐼1 = 1

 

 اثبات

{
 
 

 
 𝑛=1
→  ∫ 𝑠𝑖𝑛1𝑥𝑑𝑥 =

π
2

1
∫ 1𝑑𝑥 =

π
2

1
1 (
𝜋

2
− 1) =

𝜋

2
                                               

𝑛=1
→  ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = −𝑐𝑜𝑠𝑥]1

π
2

π
2

1
= (−𝑐𝑜𝑠

𝜋

2
) − (−𝑐𝑜𝑠1) = 1 − (−1) = 1

 

𝐼مقدار  (15تست  = ∫ 𝑠𝑖𝑛1𝑥𝑑𝑥
𝜋

2
1

 برابر است با: 

 (81()مدیریت بازرگانی 83سراسری   )حسابداری

1 )
π

11
  2 )

3π

11
  3 )

π

8
  1 )

2π

3
 

𝐼𝑛        حل( = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛
𝜋

2
1

𝑥𝑑𝑥 = 𝐼𝑛 =
𝑛−1

𝑛
× 𝐼𝑛−2 

∫ 𝑠𝑖𝑛1𝑥𝑑𝑥 →

𝜋
2

1
{
 

 𝐼1 =
1 − 1

1
× 𝐼2 =

3
1
×
𝜋

1
=

3𝜋
11
      

𝐼2 =
2 − 1

2
× 𝐼1   

𝐼1=
𝜋

2
→     

1
2
×
𝜋

2
=
𝜋

1
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 :)با استفاده از رسم شکل( 𝑠𝑖𝑛𝑥 بررسی انتگرال معین تابع
𝑦بررسی  = 𝑠𝑖𝑛𝑥  2−]در بازه𝜋, 2𝜋]: 

 

 
 

باشد  𝑥محور  زیرو اگر است  (1+) :باشد 𝑥محور  بالای: مساحت هر کوهان اگر نتیجه

 است. (1−)

∫                مثال : 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = 1 + 1 − 1 = 1   
3 π
2

1
 

 :)با استفاده از رسم شکل( 𝑐𝑜𝑠𝑥 بررسی انتگرال معین تابع
𝑦بررسی  = 𝑐𝑜𝑠𝑥  2−]در بازه𝜋, 2𝜋]: 

 

 

ها باشد  𝑥و اگر پایین محور  (1+)ها باشد  𝑥محور  بالای: مساحت هرکوهان اگر نتیجه

 خواهد بود. (1−)

∫      :مثال 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥
2𝜋
−
π

2
= 1 + 1 − 1 − 1 + 1 = 1  

  

+1 

−1 −1 −1 

+1 

−1 

+1 

−
π

2
 −

3π
2

 
π

2
 

3π
2

 

+1 −π π 
2π −2π 

+1 

−1 

 کوهان

𝑥 

𝑦 

𝑥 

𝑦 

−1 

+1 

−2π 
−

3π
2

 

−π −
π

2
 

−1 −1  

+1 

−1 π

2
 

π 

3π
2

 2π +1 +1 

 کوهان

−1 

+1 
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 تست های کنکور کارشناسی ارشد 

 انتگرال

 و اقتصادرشته های مدیریت و حسابداری 

 سراسری  و آزاد 
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𝑦سطح محدود به منحنی  (23 =
√𝑥

1+𝑥
𝑥ها و خط به معادله   𝑥و محور   =  کدام است؟  1

 (91و حسابداری سراسری )مدیریت

1 )
𝜋

2
− 1 2 )1 −

𝜋

1
 3 )2 −

π

2
 1 )2 −

π

1
 

∫حاصل انتگرال  (21 2𝑥𝑙𝑛(𝑥 + 1)𝑑𝑥
1

1
 (91)مدیریت و حسابداری سراسری کدام است؟  

1 )1  2 )−
1

2
+ 𝑙𝑛2 3 )1 − 𝑙𝑛2 1 )

1

2
 

 

 رشته مدیریتدانشگاه آزاد اسلامی کارشناسی ارشد  سوالات آزمون 

22) ∫ 𝑒𝛿𝑢𝑑𝑢  :(72)مدیریت آزاد     برابر است با 

1 )𝑒𝑢  2 )
1

𝛿
𝑒𝛿𝑢 3 )𝑢  1 )𝑑𝑢 

∫( انتگرال 21
𝑥𝑑𝑥

𝑥2+1
 (71)مدیریت آزاد     عبارتست از:  

1 )2𝑙𝑛 (𝑥2 + 1)  2 )𝑙𝑛 (𝑥2 + 1)   

3 )
1

2
𝑙𝑛 (𝑥2 + 1)  1 )𝑙𝑛

𝑥

𝑥+1
 

∫( انتگرال معین 27
𝑥𝑑𝑥

√1+2𝑥

1
1

 (71آزاد)مدیریت      مساویست با: 

1 )
3

11
  2 )

11

3
  3 )

2

3
  1 )

3

2
 

28) ∫
𝑒𝑥+𝑒−𝑥

𝑒𝑥−𝑒−𝑥
𝑑𝑥  (89() مدیریت صنعتی آزاد 77:)مدیریت صنعتی و دولتی آزاد برابر است با 

1) 𝑙𝑛𝑒𝑥 +c                                 2 )𝑙𝑛𝑒−𝑥 +c   

 3) 𝑙 𝑛(𝑒𝑥+𝑒−𝑥) + 𝑐                      1) 𝑙 𝑛(𝑒𝑥−𝑒−𝑥) + 𝑐 
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3) 
1
2

7/2 = 3/1 =1
2
𝑒2   1 )3/1= 1

2
(𝑒2 − 2) = 1

1
(7/2 − 2) 

.می باشد2/ 1گزینه اول نزدیکترین عدد به   

𝑦ها یعنی جایی که  𝑥برخورد با محور  : حل .صحیح است 3گزینه . 23 =  باشد بنابراین : 1

𝑦 =
√𝑥

1 + 𝑥
   →   1 =

√𝑥

1 + 𝑥
  →    √𝑥 = 1  →   𝑥 = 1 

∫
√𝑥

1 + 𝑥
𝑑𝑥   

شرو استفاده از 

   تغییر متغیر   

1

1
  {√𝑥 = 𝑢   →    𝑥 = 𝑢2   →   𝑑𝑥 = 2𝑢𝑑𝑢 

= ∫
𝑢

1 + 𝑢2 2𝑢𝑑𝑢 = 2∫
𝑢2

1 + 𝑢2 𝑑𝑢 = 2∫
𝑢2 + 1 − 1

1 + 𝑢2 𝑑𝑢
1

1

1

1

1

1
 

= 2∫ (
𝑢2 + 1
𝑢2 + 1

−
1

𝑢2 + 1
)𝑑𝑢 = 2∫ (1 −

1
𝑢2 + 1

)𝑑𝑢 = 2(𝑢 − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑢)]1
1

1

1

1

1
 

𝑢=√𝑥
⇒   2(√𝑥 − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛√𝑥)]1

1 = 2[(√1 − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛√1) − (√1 − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛√1)] 

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛1=
𝜋

1
⇒       2 [(1 −

𝜋

1
) − (1 − 1)] = 2 (1 −

𝜋

1
) = 2 −

𝜋

2
 

𝑓(𝑎)]حاسبه با فرمول محل تکنیکی :  + 𝑓(𝑏)] ×
𝑏−𝑎

2
 

∫
√𝑥

1 + 𝑥
𝑑𝑥

1

1
= ∫ +∫

1

1
2

1
2

1
 

([1 +
√1/2

1 + 1/2
]   ×

1
1
) + ([

√1/2
1 + 1/2

+
1
2
] ×

1
1
)
√1/2=1/2+1/2
⇒           (

1/7
1/2

×
1
1
) + [(

1/7
1/2

+
1
2
) ×

1
1
] 

 ≅ (
1/7

1
) + [(

1/7

1/1
+

1

2
) ×

1
1
] ≅

1/7
1
+

1
1
= 1/11 + 1/22 = 1/31 

(1           : همه گزینه ها بررسی 
π

2
− 1  →    

3/2

2
− 1 ≅ 1/1 

2)1 −
𝜋

1
→ 1 −

3/2
1

= 1/2 
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3)2 −
𝜋

2
→ 2 −

3/2
2

= 1/1 

1) 2 −
𝜋

1
→ 2 −

3
2
1
= 1/2 

 با استفاده از روش تغییر جزء به جزء داریم::  راه اول  .صحیح است 4گزینه . 21

{
𝑢 = 𝑙𝑛(𝑥 + 1)   →   𝑑𝑢 =

1
𝑥 + 1

𝑑𝑥

𝑑𝑣 = 2𝑥𝑑𝑥  →    𝑣 = 𝑥2                   

 

∫ 2𝑥𝑙𝑛(𝑥 + 1)𝑑𝑥 = 𝑥2 𝑙𝑛(𝑥 + 1) − ∫
𝑥2

𝑥 + 1
𝑑𝑥

1

1

1

1
 

= 𝑥2 𝑙𝑛(𝑥 + 1) − ∫
𝑥2 −1 + 1⏞    

1

𝑥 + 1
𝑑𝑥

1

1
= 𝑥2 𝑙𝑛(𝑥 + 1) − ∫ (

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) + 1
𝑥 + 1

)𝑑𝑥
1

1
 

= 𝑥2 𝑙𝑛(𝑥 + 1) − ∫ (𝑥 − 1 +
1

𝑥 + 1
) 𝑑𝑥 = 𝑥2 ln(𝑥 + 1) − (

𝑥2

2
− 𝑥 + 𝑙𝑛|𝑥 + 1)]1

1
1

1
 

= (𝑙𝑛2 −
1
2
+ 1 − 𝑙𝑛2) − (𝑙𝑛1⏟

1

− 1) = −
1
2
+ 1 − 1 =

1
2
 

 :حل انتگرال با استفاده از جدول  راه دوم:

2𝑥 و انتگرال های آن 𝑙𝑛(𝑥 +  و مشتقات آن (1
 

2𝑥 

 

𝑥2 

𝑙𝑛(𝑥 + 1) 
1

𝑥 + 1
 

 ∫ 2𝑥𝑙𝑛(𝑥 + 1)𝑑𝑥 = 𝑥2 𝑙𝑛(𝑥 + 1)]11 − ∫
𝑥2

𝑥+1
𝑑𝑥

1
1

1
1

 

= 𝑥2 𝑙𝑛(𝑥 + 1)]11 −∫
𝑥2 −1 + 1⏞    

1

𝑥 + 1
𝑑𝑥

1

1
 

= 𝑥2 𝑙𝑛(𝑥 + 1)]11 −∫
(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) + 1

𝑥 + 1
𝑑𝑥

1

1
 

= 𝑥2𝑙 𝑛(𝑥 + 1)]11 −∫ (𝑥 − 1 +
1

𝑥 + 1
) 𝑑𝑥

1

1
 

+ 

− 
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= 𝑥2 𝑙𝑛(𝑥 + 1)]11 − [
𝑥2

2
− 𝑥 + ln(𝑥 + 1)]11 

= [𝑙𝑛2 − (
1
2
− 1 + 𝑙𝑛2] − [1 − (1 − 1 + 𝑙𝑛1⏟

1

] = −
1
2
+ 1 =

1
2
 

𝑓(𝑎)]استفاده از فرمول ذوزنقه   تکنیکی :حل  + 𝑓(𝑏)] ×
𝑏−𝑎

2
 

∫ 2𝑥𝑙𝑛(𝑥 + 1)𝑑𝑥 = ∫ +∫
1

1
2

1
2

1

1

1
 

([1 + 2(
1
2
)𝑙𝑛 (

1
2
+ 1)] ×

1
2 − 1

2
) + (2(

1
2
)𝑙𝑛 (

1
2
+ 1) + 2(1)𝑙𝑛 (1 + 1) ×

1
1

 

= [(𝑙𝑛1/2) ×
1
1
)] + [(𝑙𝑛1/2) + 2𝑙𝑛2] ×

1
1

 

𝑙𝑛1/2 = 1/1
𝑙𝑛2 = 1/7

   [(
1
11
×

1
1
)] + [

1
11
+ 2(

7
11
)] ×

1
1
) 

= (
1
11
) + [(

1
11
+

11
11
)] ×

1
1
) =

1
11
+ (

18
11
×

1
1
) =

1
11
+

18
11

=
1 + 18

11
=

22
11

≃ 1/22 ≅
1
2

 

 

 پاسخ تشریحی و تکنیکی آزمون کارشناسی ارشد دانشگاه آزاد رشته مدیریت 

∫    .صحیح است 2گزینه . 22 𝑒𝛿𝑢𝑑𝑢 =
1

𝛿
𝑒𝛿𝑢 + 𝑐    (𝛿 ≠ 1) 

 از روش تغییر متغیر استفاده می کنیم:  حل کلاسیک :  .صحیح است 3گزینه . 21

{
𝑥2 + 1 = 𝑢                            

2𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑢  →   𝑥𝑑𝑥 =
𝑑𝑢

2
 

∫
𝑥𝑑𝑥

𝑥2 + 1
= ∫

𝑑𝑢
2
𝑢

=
1
2
∫
𝑑𝑢

𝑢
=

1
2
𝑙𝑛|𝑢| + 𝑐   

𝑢=𝑥2+1
⇒        

1
2
𝑙𝑛|𝑥2 + 1| + 𝑐 

𝑐اگر  = فرض شود حاصل انتگرال برابر است با  1
1

2
𝑙𝑛|𝑥2 + 1|  
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𝑦 |
(1,1)

→
𝑎(1)3

1
− 2(1)2 + 𝑘1(1) + 𝑘2 = 1 →

𝑎

1
− 2 + 𝑘1 + 𝑘2       

𝑦 |
(2,1) →

𝑎(2)3

1
− 2(2)2 + 2𝑘1 + 𝑘2 = 1 →

1𝑎
3
− 21 + 2𝑘1 + 𝑘2 = 1

→
7𝑎
1
− 12 + 𝑘1 = 1 

𝑦
′|(2,1) = 1  →   

(2)2𝑎

2
− 11(2) + 𝑘1 = 1  →  2𝑎 − 21 + 𝑘1 = 1 

معادله اول ←

← معادله دوم
{

7𝑎
1
− 12 + 𝑘1 = 1                                                                          

2𝑎 − 21 + 𝑘1 = 1 →  𝑘1 = 21 − 2𝑎  → (قرار دادن در معادله اول)
 

→
7𝑎
1
− 12 + (21 −

2𝑎
1
) = 1 →  =

7𝑎 − 12𝑎
1

+ 2 = 1  →  −
2𝑎
1
= −2 

−2𝑎 = −31  →   𝑎 =
31
2
    →   𝑎 = 1  

 با استفاده از روش تغییر متغیر می توان گفت:  حل(  صحیح است. 1گزینه .  272

{𝑙𝑛𝑥 = 𝑢  →   
1
𝑥
𝑑𝑥 = 𝑑𝑢 

∫
𝑑𝑥

𝑥√𝑙𝑛𝑥
= ∫

𝑑𝑢

√𝑢
= ∫

𝑑𝑢

𝑢
1
2

= ∫𝑢
−

1
2𝑑𝑢

∫𝑢𝑛𝑑𝑢=
𝑢𝑛+1

𝑛+1
+𝑐

⇒            
𝑢−

1
2+1

−
1
2 + 1

+ 𝑐 =
𝑢

1
2

1
2

+ 𝑐 

= 2𝑢
1
2 + 𝑐  

𝑢=𝑙𝑛𝑥
⇒     2𝑙𝑛𝑥

1
2 + 𝑐 = 2√𝑙𝑛𝑥 + 𝑐 

خواهد بود که پس از          از گزینه ها مشتق می گیریم گزینه ای صحیح  حل تکنیکی :

 برابر شود.  )صورت سؤال (مشتق گیری حاصل آن با تابع تحت انتگرال

𝑦:      یادآوری) = 𝑙𝑛𝑥 → 𝑦′ =
1

𝑥
       ,      𝑦 = √𝑢 → 𝑦′ =

𝑢′

2√𝑢
) 

:گزینه1 𝑦 = 2√𝑙𝑛𝑥⏟
𝑢

+ 𝑐 → 𝑦′ = 2(

1
𝑥

2√𝑙𝑛𝑥
1

) + 1 



291 

 

→ 𝑦′ = 2 (
1

2𝑥√𝑙𝑛𝑥
) =

1

𝑥√𝑙𝑛𝑥
=

1

𝑥√𝑙𝑛𝑥
 

   صحیح است. 3گزینه .  273

(𝑥2 + 1)𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥 = 1  →   (𝑥2 + 1)𝑑𝑦 = 𝑦𝑑𝑥  →   
𝑑𝑦

𝑦
=

𝑑𝑥

𝑥2 + 1
 

از طرفین تساوی انتگرال می گیریم
⇒                ∫

𝑑𝑦

𝑦
= ∫

𝑑𝑥

𝑥2 + 1
→ 𝑙𝑛𝑦 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝑐 → 𝑦 = 𝑒𝐴𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝑐 

𝑦(1) = 1 → 1 = 𝑒𝐴𝑟𝑐𝑡𝑔1 + 𝑐 → 1 = 𝑒1 + 𝑐 → 1 = 1 + 𝑐 →  𝑐 = 1 − 1 = 1 

𝑦         بنابراین جواب یکتا معادله برابر است با: = 𝑒𝐴𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 

 صحیح است. 4گزینه .  271

𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 2𝑥𝑡 = 1 →

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 2𝑥𝑡 →

𝑑𝑥

𝑥
= 2𝑡𝑑𝑡

از طرفین تساوی انتگرال می گیریم
⇒                ∫

𝑑𝑥

𝑥
= ∫ 2𝑡𝑑𝑡 

𝑙𝑛𝑥 = 2(
𝑡1+1

1 + 1
) + 𝑐 →  𝑙𝑛𝑥 = 𝑡2 + 𝑐 →  𝑥 = 𝑒𝑡

2+𝑐  →  𝑥 = 𝑒𝑡
2
× 𝑒𝑐 = 𝑘𝑒𝑡

2
 

𝑥(1) = 1  →    1 = 𝑘𝑒1   →   1 = 𝑘(1)   →   𝑘 = 1 

𝑥(1) |
𝑘 = 1

= (1)𝑒(1)
2
= 𝑒 

  صحیح است. 4گزینه .  272

𝐺(𝑥) = ∫(𝑥 −
1
𝑥
) 𝑑𝑥 =

𝑥1+1

1 + 1
− 𝑙𝑛𝑥 + 𝑐 =

𝑥2

2
− 𝑙𝑛𝑥 + 𝑐 

𝐺(1)با توجه به اینکه  = 𝐺(1)               می باشد بنابراین: 2 =
12

2
− 𝑙𝑛1 + 𝑐 = 2 

→ 𝐺(1) =
1
2
− 1 + 𝑐 = 2    →   𝑐 = 2 −

1
2
=

3
2
  →   𝑐 =

3
2

 

𝐺(𝑥) =
𝑥2

2
− 𝑙𝑛𝑥 +

3
2
   →    𝐺(2) =

2
1
− 𝑙𝑛2 +

3
2
=

7
2
− 𝑙𝑛2 

𝐺′(𝑥)و از طرفی دیگر می توان گفت:  = 𝑥 −
1

𝑥
𝐺′(1)پس   = 1 −

1

1
=  بنابراین:  1
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𝐺(2) + 𝐺′(1) = (
7
2
− 𝑙𝑛2) + (1) =

7
2
− 𝑙𝑛2 

 راه اول :  صحیح است.  4گزینه .  271

∫ ([𝑥] − 1)
3

1
𝑑𝑥 = ∫ (

1

1
(1) − 1)𝑑𝑥 + ∫ (

2

1
(1) − 1)𝑑𝑥 + ∫ (

3

2
(2) − 1)𝑑𝑥 

= ∫ (−1)
1

1
𝑑𝑥 + ∫ 1 𝑑𝑥

2

1
+∫ 1

3

2
𝑑𝑥 = −𝑥]

1
1 + 𝑥]

3
2 

= (−1 − 1) + (3 − 2) = −1 + 1 = 1 

 راه دوم : 

∫ (
3

1
[𝑥] − 1)𝑑𝑥 = ∫ [𝑥]

3

1
𝑑𝑥 −∫ 1

3

1
𝑑𝑥 

∫(𝑛 عدد صحیح و مثبت) [𝑥]𝑑𝑥
𝑛

1
=
𝑛(𝑛−1)

2
⇒                        =

3(3 − 1)
2

− 𝑥]
3
1
= 3 − (3 − 1) = 3 − 3 = 1 

 صحیح است.  1گزینه .  277

∫ ∫ 8
𝑥+1

1

1

1
𝑥𝑦𝑑𝑦𝑑𝑥 = ∫ (1𝑥𝑦2)

1

1
]
𝑥 + 1

1
= ∫ (1𝑥)

1

1
(𝑥 + 1)2𝑑𝑥 

(𝑎+𝑏)2=𝑎2+2𝑎𝑏+𝑏2

⇒              ∫ (1𝑥)
1

1
(𝑥2 + 2𝑥 + 1)𝑑𝑥 = ∫ (

1

1
1𝑥3 + 8𝑥2 + 1𝑥)𝑑𝑥 

 

∫𝑥𝑛𝑑𝑥=
𝑥𝑛+1

𝑛+1
+𝑐

⇒           1(
𝑥3+1

3 + 1
) + 8(

𝑥2+1

2 + 1
) + 1(

𝑥1+_1

1 + 1
)]

1
1 

1𝑥1

1
+

8𝑥3

3
+

1𝑥2

2
]
1
1 = 𝑥1 +

8
3
𝑥3 + 2𝑥2]

1
1 = [(1)1 +

8
3
(1)3 + 2(1)2) − (1 + 1 + 1)] 

= 1 +
8
3
+ 2 = 3 +

8
3
=

9 + 8
3

=
17
3

 

𝑆   صحیح است.  2گزینه .  278 = |∫ (
3

1
− 𝑥2 + 1𝑥 − 3)𝑑𝑥| 
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∫𝑥𝑛 𝑑𝑥 =
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
+ 𝑐

∫𝑎𝑑𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑐
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

| −
𝑥2+1

2 + 1
+ 1(

𝑥1+1

1 + 1
) − 3𝑥|]

3
1 = | −

𝑥3

3
+

1𝑥2

2
− 3𝑥|]

3
1 

= | −
𝑥3

3
+ 2𝑥2 − 3𝑥|]

3
1 = | (−

33

3
+ 2(3)2 − 3(3)) − (−

13

3
+ 2(1)2 − 3(1)) | 

= |(−9+ 18 − 9) − (−
1
3
+ 2 − 3) | = |1 − (−

1
3
− 1)| = |

1
3
+ 1| = |

1 + 3
3

| =
1
3
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