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 :معادلات تفاضلی

𝑦𝑥اگر  = 𝑓(𝑥) به  غیرمستقلرابطه بین تفاضلات مقادیری از یک متغیر  ،یک دنباله باشد

 می باشد. مستقلازای مجموعه ای جدا از مقادیر متغیر 

𝑥تا  𝑥از  𝑥وقتی که مقدار  𝑦تغییر   + نامیده می شود و آن  اولمرتبه  تفاضلتغییر کند،  1

𝑦𝑥∆    نمایش می دهیم یعنی:  𝑦𝑥∆را به صورت  = 𝑦𝑥+1 − 𝑦𝑥 

 به صورت زیر محاسبه می شود:  دومتفاضل مرتبه بنابراین 

∆2𝑦𝑥 = ∆(∆𝑦𝑥) = (𝑦𝑥+2 − 𝑦𝑥+1) − (𝑦𝑥+1 − 𝑦𝑥) = 𝑦𝑥+2 − 2𝑦𝑥+1 + 𝑦𝑥 

نیوتون را  -رابطه گریگوری ،را بررسی کنیم ام 𝒏مرتبه به طور کلی تفاضل بخواهیم حال اگر 

 خواهیم نوشت که به صورت زیر است: 

∆𝑛𝑦𝑥 = ∆(∆
𝑛−1𝑦𝑥) = 𝑦𝑥+𝑛 − (

𝑛
1)𝑦𝑥+(𝑛−1) + (

𝑛
2)𝑦𝑥+(𝑛−2) +⋯(−1)𝑛𝑦𝑥 

=∑
𝑛!

(𝑛 − 𝑖)! 𝑖!

𝑛

𝑖=0

(−1)𝑛𝑦𝑥+(𝑛−𝑖) 

𝑦اگر  (1مثال = 𝑥2 − 3𝑥 +  1تفاضل مرتبه دوم آن را بیابید.  ،باشد 2

∆2𝑦𝑥 = 𝑦𝑥+2 − 2𝑦𝑥+1 + 𝑦𝑥 

𝑥به جای ( 𝑦)در رابطه داده شده  ،𝑦𝑥+2برای بدست آوردن  + 2, 𝑥 دهیم:را قرار می 

𝑦𝑥+2 = (𝑥 + 2)2 − 3(𝑥 + 2) + 2 = (𝑥2 + 4𝑥 + 4) − (3𝑥 + 6) + 2 

= 𝑥2 + 𝑥 

𝑥کافیست  𝑥در رابطه داده شده به جای نیز ،  𝑦𝑥+1برای بدست آوردن  +  قرار دهید:  1

(𝑥 + 1)2 − 3(𝑥 + 1) + 2 = (𝑥2 + 2𝑥 + 1) − (3𝑥 + 3) + 2 = 𝑥2 − 𝑥 

∆2𝑦𝑥 = 𝑦𝑥+2 − 2𝑦𝑥+1 + 𝑦𝑥 = (𝑥
2 + 𝑥) − 2(𝑥2 − 𝑥) + 𝑥2 − 3𝑥 + 2 

= (𝑥2 + 𝑥) − (2𝑥2 − 2𝑥) + 𝑥2 − 3𝑥 + 2 = 2 
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 :درجه معادله تفاضلیمرتبه و 

 معادله مرتبهرا  𝑦 اندیس ترینکوچکاندیس از  بزرگتریناختلاف  ،در یک معادله تفاضلی

 درجهرا  𝑦𝑥+𝑘 توانِ آنگاه ،اندیس موجود در معادله باشد زرگترینب 𝑘تفاضلی می گویند، اگر 

 می گویند.  معادله

  1درجه و مرتبه معادله تفاضلی هر یک از معادلات زیر را بنویسید.  (2مثال

1)2𝑦𝑥+4
3 − 5𝑦𝑥+1

2 − 𝑥3𝑦𝑥
5 = 0 

2)𝑦𝑥+5 + 3𝑦𝑥+4
2 − 7𝑥𝑦𝑥+2

3 = 0 

3)𝑦𝑥+4
2 − 𝑦𝑥+1

3 + 𝑥𝑦𝑥 = 0 

𝑦𝑥+4است )در  4برابر  𝑦اندیسِ  بزرگتریندر عبارت اول،  حل(
𝑦𝑥+4 توان(، بنابراین 3

، یعنی  3

𝑦𝑥برابر صفره )در  𝑦این معادله است. همچنین کوچکترین اندیس  درجه، بیانگر 3
(، پس 5

−4این معادله برابره با: اختلاف بزرگترین اندیس از کمترین اندیس، یعنی:  مرتبه 0 = 4 

درجه(1 = 𝑦𝑥+4 توانِ = = مرتبه            ,   3 4− 0 = 4 

درجه(2 = 𝑦𝑥+5 ِتوان = مرتبه         ,      1 = 5− 2 = 3 

درجه (3 = 𝑦𝑥+4
2 توان  = 2     , مرتبه = 4 − 0 = 4 

𝑦𝑥+5مرتبه و درجه معادله تفاضلی تست( 
3 − 𝑥𝑦𝑥+2

4 + 3𝑦𝑥 = از چپ به راست کدام  0

 2است؟

1)5, 4   2 )5, 3   3 )4, 5   4 )3, 5  

 صحیح است. 2گزینه  حل(

𝑦
𝑥+ 5
3

− 𝑥𝑦𝑥+2
4 + 3𝑦 𝑥 = 0 {

درجه = 3              

مرتبه = 5− 0 = 5
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|
𝑓1(0) 𝑓2(0)
𝑓1(1) 𝑓2(1)

| = |
(−2)0 (−3)0

(−2)1 (−3)1| = |
1 1
−2 −3| 

= ((1 × −3) − (1 × −2)) = −3+ 2 = −1 

 و برای جواب عمومی معادله خطی دارند لالقاستپس  ،شد مخالف صفرن حاصل دترمینا

 𝑦𝑥 = 𝑐1𝑓1(𝑥) + 𝑐2𝑓2(𝑥)  :داریم                          𝑦𝑥 = 𝑐1(−2)𝑥 + 𝑐2(−3)𝑥 

 معادلات تفاضلی خطی:حل 

 1 :اولمعادله تفاضلی خطی مرتبه 

𝐴𝑦𝑥+1                      می باشد:  روبه روصورت کلی این معادله به صورت  + 𝐵𝑦𝑥 = 𝑐 

≠ 𝐵 و 𝐴اعداد ثابت و 𝐴 و 𝐵که درآن  صورت زیر است: ، جواب عمومی این معادله بهستند   0

{
𝑦𝑥 = (−

𝐵

𝐴
)𝑥  (𝑦0 −

𝐴𝐶

𝐴 + 𝐵
) +

𝐴𝐶

𝐴 + 𝐵
     , 𝐴 ≠ 𝐵

𝑦𝑥 = 𝑦0 + 𝑐𝑥                                                    𝐴 = 𝐵
   

𝑦0  به جواب  ،است که با معلوم فرض کردن آن عمومیجواب  ثابت دلخواهدر این رابطه بعنوان

 معادله تفاضلی می رسیم.  خصوصی

3𝑦𝑥+1معادله تفاضلی  عمومیجواب  (6مثال − 4𝑦𝑥 =  خصوصیجواب را پیدا کنید.  5−

𝑦0این معادله را به ازای  =
41

3
  2 ؟بدست آورید  

 با توجه به رابطه بالا می توان گفت:  حل(

𝐴𝑦𝑥+1    +     𝐵𝑦𝑥    =    𝑐

       ↓                   ↓            ↓ 
        3𝑦𝑥+1 −   4𝑦𝑥   =   −5    

 →   {
𝐴 = 3
𝐵 = −4
𝐶 = −5

 

𝑦𝑥 = (
4
3
)𝑥 (𝑦0 −

−15
−1
) +

−15
−1

= (
4
3
)𝑥(𝑦0 − 15) + 15 
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 سوالات آزمون کارشناسی ارشد

 رشته اقتصاد

  

 معادلات تفاضلی
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 آزمون کارشناسی ارشد پاسخ

 رشته اقتصاد

  

 معادلات تفاضلی
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 پاسخ تشریحی و تکنیکی آزمون سراسری کارشناسی ارشد رشته اقتصاد 

 صحیح است.  1گزینه  .1

 حل کلاسیک : 

𝑦𝑥+1 − 𝑦𝑥 =
(𝑥 + 1)(𝑥 + 1− 1)

2
−
𝑥(𝑥 − 1)

2
=
(𝑥 + 1)(𝑥)

2
−
𝑥2 − 𝑥

2
 

𝑦𝑥+1 − 𝑦𝑥 =
𝑥2 + 𝑥

2
−
𝑥2 − 𝑥

2
=
𝑥2 + 𝑥 − 𝑥2 + 𝑥

2
=

2𝑥
2
= 𝑥 

 𝑥به صورت پارامتری بیان شده که می توان به  𝑥در صورت سؤال و در گزینه ها  حل تکنیکی :

عدد دلخواهی را داد و صورت سؤال و گزینه ها را به عدد تبدیل کرد گزینه ای صحیح است که 

 مطابقت کند.  𝑥جواب سؤال با آن  گزینه به ازای همان 

𝑥 = 2   →    𝑦2 = [
2(2− 1)

2
] = 1  →   𝑦2 = 1 

 حال بررسی گزینه ها: 

𝑦𝑥+1(گزینه 1 − 𝑦𝑥 = 𝑥   
𝑥=2
⇒   𝑦2+1 − 𝑦2 = 2  →   𝑦3 − 𝑦2 = 2  → 

  3− 1 = 2  

 𝑦3 =
3(3−1)

2
= 3       

𝑦𝑥+1(گزینه 2 − 𝑦𝑥−1 = 𝑥   
𝑥=2
⇒    𝑦3 − 𝑦1 = 2   →   3− 0 ≠ 2     

𝑦1 =
1(1− 1)

2
= 0 

𝑦𝑥+1 (گزینه3  − 𝑦𝑥 = 2𝑥  
𝑥=2
⇒  𝑦3 − 𝑦2 = 2(2)   

𝑦3 = 3
𝑦2 = 1̿̿ ̿̿ ̿̿ ̿̿     3− 1 ≠ 4      

  صحیح است. 4گزینه . 2

𝑎𝑦𝑥+1جواب معادله تفاضلی خطی مرتبه اول  یادآوری : − 𝑎𝑦𝑥 + 𝑏 = برابر  𝑦0در ازاء  0

𝑦𝑥          است با: = 𝑦0 −
𝑏

𝑎
𝑥  

𝑦0با توجه به اینکه  =  می باشد می توان گفت: 1

 𝑦𝑥+1 − 𝑦𝑥 + 1 = 0  →   𝑦𝑥 = 1−
1

1
𝑥    →    𝑦𝑥 = 1− 𝑥 
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 صحیح است. 1 گزینه. 3

𝑦𝑥+2 − 𝑦𝑥 = 0 

𝑚2 − 1 = 0   →    𝑚2 = 1  →    |𝑚| = 1   →    𝑚 = ±1  

𝐺(𝑥)با در نظر گرفتن  =  مفروض:  𝑐2 و 𝑐1و  0

𝑦𝑥 = 𝑐1𝑚1
𝑥 + 𝑐2𝑚2

𝑥 + 𝐺(𝑥) 

𝑦𝑥 = (1)𝑥 + (−1)𝑥 + 0 = 1+ (−1)𝑥 

 

 پاسخ تشریحی و تکنیکی آزمون کارشناسی ارشد دانشگاه آزاد رشته اقتصاد 

 است.صحیح  3گزینه . 4

 معادل مشخصه را تشکیل می دهیم:  حل کلاسیک :

𝑚2 − 5𝑚+ 6 = 0
اتحاد جمله مشترک
⇒         (𝑚 − 3)(𝑚 − 2) = 0 → {

𝑚 − 3 = 0 → 𝑚 = 3
𝑚 − 2 = 0 → 𝑚 = 2 

𝑦𝑘 = 𝑐13𝑘 + 𝑐22𝑘   →   {
𝑦0 = 𝑐130 + 𝑐220 = 1  →   𝑐1 + 𝑐2 = 1   
𝑦1 = 𝑐131 + 𝑐221 = 1 →    3𝑐1 + 2𝑐2 = 1 

→ (−3) × {
𝑐1 + 𝑐2 = 1           

3𝑐1 + 2𝑐2 = 1

معادله بالا× 3−
⇒          {

−3𝑐1 − 3𝑐2 = −3
3𝑐1 + 2𝑐2 = 1     

                                                   −𝑐2 = −2  →   𝑐2 = 2  

3𝑐1 + 2𝑐2 = 1
𝑐2=2
⇒  3𝑐1 + 2(2) = 1 → 3𝑐1 + 4 = 1 → 3𝑐1 = −3 → 𝑐1 =

−3
3
= −1 

𝑦0بنابراین جواب معادله تفاضلی با فرض  = 𝑦1 = 𝑦𝑘برابر است با:  1 = −3𝑘 + 2𝑘+1  

𝑦0)با استفاده از فرض مسئله یعنی   : حل تکنیکی = 𝑦1 = عددی  𝑘کافیست به  (1

داده شده در  𝑘همان . حال به گزینه ها نیز .بدست آید 𝑦𝑘مناسب دهید و سؤال را حل کنید تا 

  صورت سوال را بدهید باید جواب صورت سؤال با جواب یکی از گزینه ها مطابقت کند.

𝑘 =  صورت سؤال می دهیم:  را انتخاب می کنیم وبه 1−

𝑦𝑘+2 − 5𝑦𝑘+1 + 6𝑦𝑘 = 0  
𝑘=−1
⇒     𝑦−1+2 − 5𝑦−1+1 + 6𝑦𝑘 = 0 
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𝑦1 − 5𝑦0 + 6𝑦𝑘 = 0   
𝑦0=𝑦1=1
⇒       1− 5(1) + 6𝑦𝑘 = 0  →   −4+ 6𝑦𝑘 = 0 

6𝑦𝑘 = 4  →    𝑦𝑘 =
4
6
=

2
3

 

1 گزینه) 𝑦𝑘 = 2−1+1 + 3−1 = 20 +
1
3
= 1+

1
3
=

4
3
≠

2
3

 

 2 گزینه) 𝑦𝑘 = 3−1+1 + 2−1+1 = 30 + 20 = 1+ 1 = 2 ≠
2
3

 

3گزینه) 𝑦𝑘 = 2−1+1 − 3−1 = 20 −
1
3
= 1−

1
3
=

2
3
=

2
3
 

 4 گزینه) 𝑦𝑘 = 3−1+1 − 2−1+1 = 30 − 20 = 1− 1 = 0 ≠
2
3

 

 صحیح است.  3گزینه . 5

 راه اول : 

7+ 𝑦𝑡 − 𝑦𝑡+1 = 0 

𝑦𝑡+1 = 7+ 𝑦𝑡    →   𝑦𝑡 = 𝑦0 + 𝐵𝑡    
𝐵=7
⇒    𝑦𝑡 = 1+ 7𝑡 

𝑦2 = 1+ 7(2) = 1+ 14 = 15 

 راه دوم :  

7+ 𝑦𝑡 − 𝑦𝑡+1 = 0   →   𝑦𝑡+1 = 7+ 𝑦𝑡 

{
𝑡 = 0  →   𝑦0+1 = 7+ 𝑦0    

𝑦(0)=1
⇒       𝑦1 = 7+ 1 = 8                 
   

𝑡 = 1  →    𝑦1+1 = 7+ 𝑦1   
𝑦(1)=8
⇒      𝑦2 = 7+ 8 = 15                 

 

 

 صحیح است.  3گزینه . 6

 برای حل معادله تفاضلی مرتبه دوم، ابتدا مبین تابع را تشکیل می دهیم:  حل :

𝑘2 − 4 = 0  →   𝑘2 = 4  →   𝑘 = ±2  →  دو ریشه وجود دارد   

𝑦𝑡 = 𝑐1(2)𝑡 + 𝑐2(−2)𝑡 + 𝑦∗                   
𝑦∗ − 4𝑦∗ = 9 → −3𝑦∗ = 9 → 𝑦∗ = −3

}   
𝑐1=𝑐2=2
⇒       

𝑦𝑡 = 2(2)𝑡 + 2(−2)𝑡 − 3
𝑦𝑡 = 2𝑡+1 + 2(−2)𝑡 − 3
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𝑦1 = 21+1 + 2(−2)1 − 3 = 22 − 4− 3 = 4− 4− 3 = −3 

 صحیح است.  1گزینه . 7

𝑦𝑡 + 𝑦𝑡−1 = 10   →    𝑦𝑡+1 + 𝑦𝑡 = 10 

𝑦𝑡 = (
−1
1
)𝑡 (𝑦0 −

10
5
) +

10
5
= (−1)𝑡(𝑦0 − 2) + 2   

𝑡=0 ,  𝑦0=20
⇒         

(−1)0(20− 2) + 2 

𝑦10 = (1)(18) + 2 = 20 
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