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 :پیکان های هم ارز

 را  لطوهمو  جهتهم، موازینامند. پیکان های می پیکانرا یک  پاره خط جهت دارهر 

 نامند. مانند پیکان های رو به رو:می هم ارز پیکان های 

 

 

 

 

 :بردار

  مبدأکه ابتدای آن بر  )یعنی پیکانی است( است پاره خط جهت داری

 مختصات واقع است.

,𝐴(𝑥1اگر نقطه  𝑦1, 𝑧1)   ابتدای یک پیکان و نقطه𝐵(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) سه  ،انتهای آن پیکان باشد

𝑥2)تایی مرتب  − 𝑥1  ,  𝑦2 − 𝑦1 , 𝑧2 − 𝑧1)  بردار هم ارز را𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  می نامیم.  ⃗ 

از بردار هم ارز استفاده می کنیم. به عبارت ساده تر اگر  ،ها به جای پیکانروابط و شکل در

,𝐴(𝑥1 هنقط 𝑦1, 𝑧1) ی یک پیکان و ابتدا𝐵(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) :انتهای آن باشد داریم 

 

 

,𝐴(1دو نقطه  (5مثال ,𝐵(1و  (2,3 1, 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗بردارهای  .مفروضند (1 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ و⃗   را بدست آورید؟ ⃗ 

 (حل

 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗: (1 − 1  , 1 − 2  , 1 − 3)   →  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(2, −1, −2) 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗: (1 − 1 ,   2 − 1  ,   3 − 1)    →    𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,1,2) 

𝐴 

𝐵 

𝐸 

𝐹 

𝐺 

𝐻 

𝑦 

𝑥 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗: (𝑥2 − 𝑥1  ,  𝑦2 − 𝑦1  ,   𝑧2 − 𝑧1)  یا  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗: انتها) −  (ابتدا

𝑦 

 بردار
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 :طول بردار

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ طول بردارِ  ⃗ = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) = (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − y1, 𝑧2 − 𝑧1)  از رابطه زیر بدست

 :می آید

 

 

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗| .مفروضند 𝐵(1,1,2)و  𝐴(1,2,3)دو نقطه  ( 6مثال  کدام است؟ |⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗                   حل(  ⃗ = (1 − 1  , 1 − 2  , 2 − 3)   →   𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2, −1, −1) 

|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √22 + (−1)2 + (−1)2 = √2 + 1 + 1 = √2 

𝑏دو بردار  تست( = 𝑎 و(2,1,2) = 𝑐مفروضند. طول دو بردار  (1,2,1) = 2𝑎 − 3𝑏  کدام

 است؟

1 )√11  2 )√11  3)√21   1 )√21 

2𝑎ابتدا بردار  حل( − 3𝑏 :را تشکیل می دهیم. سپس طول آن را محاسبه می کنیم 

𝑎 = (1,2,1)     ,   𝑏(2,1,2) ⇒ {
2𝑎 = (2,1,2)
3𝑏 = (2,3, 1) 

2𝑎 − 3𝑏 = (2,1,2) − (2,3, 1) = (2 − 2,1 − 3,2 − 1) = (2,1, −1) 

|2𝑎 − 3𝑏| = √(2)2 + (1)2 + (−1)2 = √1 + 1 + 11 = √21 

 

 :بردار صفر

 نشان می دهند. 𝑜نامند و آن را با  می را بردار صفر   𝑜(2,2,2)بردار متناظر با نقطه ی

|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √𝑎1
2 + 𝑎2

2 + 𝑎3
2 = √(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2 + (𝑧2 − 𝑧1)2 
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 :بردار يکه )واحد(

می نامند. بردارهای یکه هم امتداد و هم جهت با محورهای  یکهواحد را بردار  لبردار به طو

 داریم:و می نامند  𝑖  و 𝑗 و𝑘را به ترتیب  𝑥 و 𝑦 و𝑧مختصات 

𝑖 = (1,2,2)      𝑗 = (2,1,2)       𝑘⃗ = (2,2,1) 

                                                                    |𝑖| = |𝑗| = |𝑘| = 1 
 

 هر بردار𝑎 = (𝑎1و 𝑎2و 𝑎3) توانیم بصورت را می𝑎 = 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘  نشان 

𝑎بردار  ،می دهیم، به عنوان مثال = 𝑎توان بصورت را می (1,2,3) = 𝑖 + 2𝑗 + 3𝑘  

  .برعکس و نشان داد

 :بردار( يکه کردنجهت ) بردار

می نامند و آن را با  𝑎جهت  برداررا  می باشد 𝑎با بردار  هم جهت و هم امتدادبردار یکه ای که 

𝑒𝑎  بر نشان می دهند. برای بدست آوردن بردار یکه یک بردار، تک تک مؤلفه های آن بردار را

 به عبارت دیگر: طول بردار تقسیم می کنیم

 

 
 

𝑎بردار یکه بردار  (7مثال = (2, −1,  را بدست آورید. (2−

 حل( 

{
 
 

 
 𝑒𝑎 =

1
|𝑎|

(𝑎)                                                                            

|𝑎| = √(2)2 + (−1)2 + (−2)2 = √1 + 1 + 1 = √9 = 3

𝑒𝑎 =
1
3
(2, −1, −2) = (

2
3
,
−1
3
,
−2
3
) =

2
3
𝑖 −

1
3
𝑗 −

2
3
𝑘

 

  

𝑧 

𝑦 

𝑥 

𝑗  

𝑖  

𝑘⃗  

𝑒𝑎 =
1
|𝑎|

(𝑎)   →   𝑒𝑎 = (
𝑎1

|𝑎|
 ,
𝑎2

|𝑎|
,
𝑎3

|𝑎|
) 
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 :تفريق دو بردارجمع و 

= 𝑎مجموع و تفاضل دو بردار  (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3)  و𝑏⃗ = (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) می باشد : ربه صورت زی 

1) 𝑎 + 𝑏⃗ = (𝑎1 + 𝑏1, 𝑎2 + 𝑏2, 𝑎3 + 𝑏3) 

2) 𝑎 − 𝑏⃗ = (𝑎1 − 𝑏1, 𝑎2 − 𝑏2, 𝑎3 − 𝑏3) 

 

+ 𝐴مفروضند.حاصل  𝐵(1,1,1)و  𝐴(1,2,3)دو نقطه ( 8مثال 𝐵⃗   و𝐴 − 𝐵⃗  را بدست آورید؟ 

 حل ( 

𝐴 + 𝐵⃗ = (1,2,3) + (1,1,1) = (1 + 1,2 + 1,3 + 1) = (2,3,7) 

𝐴 − 𝐵⃗ = (1,2,3) − (1,1,1) = (1 − 1,2 − 1,3 − 1) = (2,1, −1) 

 :ضرب عدد در بردار

𝑚را   𝑚اگر عدد حقیقی  ∈ 𝑅)  در بردار )𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) ِضرب نماییم، حاصل بردار 

𝑚𝑎⃗⃗⃗⃗⃗⃗   : عبارت است از 

  

در تک تک مؤلفه های  𝑚برداری ضرب نماییم، عدد در را  𝑚اگر عدد حقیقی  ،به عبارت دیگر

 .بردار ضرب می شود

𝑚: اگر  توجه  < 𝑚می شود و اگر  عکسبردار  جهت ،باشد 2 > بردار  جهتباشد  2

 . کندتغییر نمی

ر دهد، اما یبردار را تغی طول یا جهتممکن است  ،ضرب عدد حقیقی در بردار ،به عبارت دیگر

 تغییر نمی دهد.را  راستاهیچ گاه 

 

  

𝑎  
𝑚𝑎  

𝑚𝑎  

𝑚 < 2 
𝑚 > 2 

𝑚𝑎⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑚𝑎1, 𝑚𝑎2, 𝑚𝑎3) 
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2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗مفروضند. بردارهای  𝐵(1,1,1)و  𝐴(1,2,3)دو نقطه  (9مثال 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗−و  ⃗  را بدست  ⃗ 

 آورید؟

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗           حل(  ⃗ = (1 − 1,1 − 2,1 − 3) → 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2, −1,1) → {
2𝐴𝐵 = (2, −2,2)
−2𝐴𝐵 = (2,2, −2) 

  اگر نکته :𝑎  یک بردار و𝑚 :یک عدد حقیقی باشد، آنگاه می توان گفت 

|𝑚𝑎|⏟

𝑚𝑎 طول بردار

= |𝑚|⏟

𝑚قدر مطلق عدد حقیقی

× |𝑎|⏟

طول بردار

 

|𝑎|اگر  (11مثال = −| و|22𝑎|مطلوبست محاسبه  ،باشد 1
2

1
𝑎|  

 (حل

|−
2

1
𝑎| = |−

2
1
| |𝑎| =

2
1
× 1 = 2 

|22𝑎| = |22||𝑎| = 22 × 1 = 122 

 :خواص جمع بردارها و ضرب عدد در بردار

 اعداد حقیقی باشند داریم: 𝑛و  𝑚بردار صفر و  𝑜(2,2,2)سه بردار دلخواه و  𝑐و  𝑏و  𝑎اگر 

1) 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 

2) 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 

3) 𝑎 + (−𝑎) = (−𝑎) + 𝑎 = 𝑜 

1) 𝑚(𝑎 + 𝑏) = 𝑚𝑎 +𝑚𝑏 

1) (𝑚 + 𝑛)𝑎 = 𝑚𝑎 + 𝑛𝑎 

1) 𝑚(𝑛𝑎) = 𝑛(𝑚𝑎) = (𝑚𝑛)𝑎 

7) 2 × 𝑎 = 𝑜 ≠ 2 

1) 𝑚 × 𝑜 = 𝑜 ≠ 2 

9) 𝑜 + 𝑎 = 𝑎 

12) 1 × 𝑎 = 𝑎 

 اگر بردار اخطار :𝑎  بردار  ،ضرب کنیم، حاصل صفردرعدد را𝑜 نه عدد صفر ،می باشد. 
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𝑎قرینه بردار ( 8تست = 𝑗 + 3𝑘  نسبت به راستای𝑏 = 𝑖 − 𝑘کدام است؟ 

1 )– 𝑖 + 3𝑘 2 )−3𝑖 − 𝑗 3 )2𝑖 − 𝑗 + 𝑘  1 )3𝑖 + 𝑗 

𝑎                    حل( = (2,1,3)        ,        𝑏 = (1,2, −1)  

𝑎′ = (
𝑎. 𝑏

|𝑏|2
) 𝑏 =

2 + 2 − 3

(√2)2
 (1,2, −1) = (−

3
2
, 2,

3
2
) 

𝑎′′ = 2𝑎′ − 𝑎 = 2 (−
3
2
, 2,

3
2
) − (2,1,3) = (−3,2,3) − (2,1,3) 

𝑎′′ = (−3, −1,2) = −3𝑖 − 𝑗                                                        صحیح است 2گزینه.  

 :تصوير بردار روی محورها و صفحات مختصات
= 𝑎بردار  (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) ها و صویر و طول بردار تصویر روی محوررا در نظر بگیرید. بردار ت

 صفحات مختصات بصورت زیر می باشد:

𝒂)  اگر بردار فوق را روی محور𝑥  ،بردار تصویرها تصویر کنیم، (𝑎1,  طول بردارو است  (2,2

 می باشد. |𝑎1| ،تصویر

𝒃)  اگر بردار فوق را روی محور𝑦 2) ،بردار تصویریم، ها تصویر کن, 𝑎2,  طول بردارو است  (2

 می باشد. |𝑎2| ،تصویر

𝒄 ) اگر بردار فوق را روی محور𝑧  ،2,2) ،بردار تصویرها تصویر کنیم, 𝑎3)  طول بردارو است 

 می باشد. |𝑎3| ،تصویر

𝒅)  اگر بردار فوق را روی صفحه𝑥𝑦  م، بردار تصویرنیکتصویر، (𝑎1, 𝑎2,  بردارطول و است  (2

𝑎1√ ،تصویر
2 + 𝑎2

 می باشد.  2

𝒆 ) اگر بردار فوق را روی صفحه𝑥𝑧  بردار تصویرتصویر کنیم ،، (𝑎1, 2, 𝑎3)  طول بردارو است 

𝑎1√ ،تصویر
2 + 𝑎3

 می باشد.  2

𝑓 اگر بردار فوق را روی صفحه )𝑦𝑧 2) ،تصویر کنیم، بردار تصویر, 𝑎2, 𝑎3)  طول بردارو است 

𝑎2√ ،تصویر
3 + 𝑎3

 می باشد. 2
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 بردار را بر هر محور یا  که است واضح ،! براساس روابط فوق!!تصویر چاپلوس؟! :کلمه رمز

است و مؤلفه های  حفظ کردهایم، تصویر، مؤلفه های آن محور یا صفحه را ای تصویر کردهصفحه

دارد و  𝑥فقط ها  𝑥محور تبدیل کرده است. به عنوان مثال تصویر بردار ، روی  صفردیگر را به 

 دارد. 𝑥 و𝑦فقط  𝑥𝑦روی صفحه 

𝑎بردار  :17 مثال جامع = (1, ها و صفحات مختصات تصویر می کنیم. را روی محور (2,3−

 بردارهای تصویر و طول این بردارها را تعیین کنید.

 حل( 

|1|و طول  (1,2,2)ها: بردار:  𝑥محور  = 1 

,2)ها: بردار  𝑦محور  |2−|و طول  (2,2− = 2 

|3|و طول   (2,2,3)ها: بردار  𝑧محور  = 3 

,1): بردار  𝑥𝑦صفحه  12√و طول  (2,2− + 22 = √1 + 1 = √1 

12√و طول  (1,2,3): بردار  𝑥𝑧صفحه  + 32 = √1 + 9 = √12 

,2): بردار  𝑦𝑧صحفه  22√و طول  (2,3− + 32 = √1 + 9 = √13 

𝑎اگر تصاویر بردار  (9تست = (1,2, فرض  𝑏 و𝑐را به ترتیب  𝑥𝑧و صفحه  𝑜𝑦روی محور  (3√

 کدام است؟ |𝑏||𝑐|کنیم، حاصل 

1 )1  2 )2  3 )1  1 )1 

𝑎 = (1,2, √3)
𝑜𝑦تصویر روی محور
→             𝑏 = (2,2,2) → |𝑏| = √22 + 22 + 22 = √1 = 2 

𝑎 = (1,2, √3)
𝑥𝑧تصویر روی محور
→             𝑐 = (1,2, √3) → |𝑐| = √12 + 22 + √3

2
→ |𝑐| = √1 = 2 

|𝑏||𝑐| = 2 × 2 = 1 

 .صحیح است 3گزینه 
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 :غیر هم نام ضرب بردارهای يکۀ

 

 

 ( استفاده می کنیم:ساعت جکیاز روش جالب )

 قرینهبرابر بردار سوم یا  ،دو بردار خارجی، ضرب 𝑗 و 𝑘 و𝑖بردارهای  خارجیدر حاصلضرب  

 بردار سوم می باشد.

 خلافدر  ،از یک بردار ضرب شده در بردار دیگر مسیر کوتاهتریناگر جهت  بالا مطابق شکل 

علامت اه آنگ ،جهت نشان داده شده در ساعت جکی( باشدیعنی خلاف جهت عقربه های ساعت )

عقربه های ساعت )عکس جهت نشان داده شده( حرکت  جهتو اگر در  مثبتبردار حاصل، 

 است. منفیباشد، علامت بردار حاصل، 

𝑖 ،به عنوان مثال × 𝑗 های )در جهت عقربه نشان داده شده روی شکل می باشد در جهت

𝑗 حالی که در (،مثبته)یعنی  است 𝑘+پس حاصل  ساعته(، × 𝑖 نشان داده شده  جهت خلاف

–پس حاصل  ،می باشد 𝑘 لذا داریم:میشه( منفی) می شود . 

𝑖 × 𝑗 = 𝑘         ,      𝑗 × 𝑘 = 𝑖     ,      𝑘 × 𝑖 = 𝑗 

𝑗 × 𝑖 = −𝑘        ,    𝑘 × 𝑗 = −𝑖     ,     𝑖 × 𝑘 = −𝑗 

𝑖حاصل  (11تست × 𝑗 − 𝑗 × 𝑖 کدام است؟ 

1 )−2𝑘  2 )𝑂  3 )𝑘  1 )2𝑘  

 حل(

𝑖 × 𝑗 − 𝑗 × 𝑖 = 𝑘 − (−𝑘) = 2𝑘 

 .صحیح است 4گزینه 

 

𝑘 

𝑗 

𝑖 

𝑖(ی) 

𝑘(ک) 

𝑗(ج) 

 ساعت جکی
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= ((2 ×−1)⏟      
−2

− (1× 1)⏟    
1

𝑖 − ((2×−1)⏟      
−2

− (−1× 1))⏟      
−1

𝑗 + ((2 × 1)⏟    
2

− (2 ×−1))⏟      
−2

𝑘 

= −3𝑖 − (−1)𝑗 + 1𝑘 = −3𝑖 + 𝑗 + 1𝑘 = (−3,1,1) 

𝑣 = |𝑎. (𝑏 × 𝑐)| = |(1,1,1). (−3,1,1)| 

𝑣 = |(1 × −3) + (1 × 1) + (1 × 1)| = |−3 + 1 + 1| = |2| = 2 

 .صحیح است  1گزینه 

 

 :معادله خط در فضا 

,𝐴(𝑥2از آن خط  نقطهبرای نوشتن معادله یک خط در فضا، به یک  𝑦2, 𝑧2)  خط  بردار هادیو

 .(باشد منطبق بر آنخط یا  موازی آنکه یا  است هر برداری، هادیبردار )نیازمندیم 

𝐿ماننررد   = 𝑝𝑖 + 𝑞𝑗 + 𝑟𝑘  بررردار از آن خررط و  یررک نقطرره. در ایررن صررورت بررا داشررتن

 آن خط را بصورت زیر بنویسیم:توانیم معادله می هادی

𝑥 − 𝑥2

𝑝
=
𝑦 − 𝑦2

𝑞
=
𝑧 − 𝑧2

𝑟
 

و به  بردار هادی،  𝐿می گویند. به بردار  متقارنیا  کانونیدر این رابطه، به معادله خط ، معادله 

فرض نماییم،  𝑡می گویند. اما اگر معادله فوق را مساوی  پارامترهای هادی 𝑝 و𝑞 و𝑟مقادیر 

 :می گویند( معادله پارامتری خط زیر،به رابطه ) معادله بصورت زیر تبدیل می شود

𝑥 − 𝑥2

𝑝
=
𝑦 − 𝑦2

𝑞
=
𝑧 − 𝑧2

𝑟
= 𝑡  →   {

𝑥 − 𝑥2 = 𝑝𝑡
𝑦 − 𝑦2 = 𝑞𝑡
𝑧 − 𝑧2 = 𝑟𝑡

  →   {

𝑥 = 𝑝𝑡 + 𝑥2
𝑦 = 𝑞𝑡 + 𝑦2
𝑧 = 𝑟𝑡 + 𝑧2

 

 زیر احتیاج داریم: دو پارامتربه  یک خط معادلهبرای نوشتن  مهم: نکته 

 خط: هر برداری که موازی خط یا منطبق برخط باشد. بردار هادی (2        از خط یک نقطه (1
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,𝐵(3معادله خطی که از دو نقطه  (18تست −1,  کدام است؟ ،می گذرد 𝐴(2,2,2) و(3−

1 )𝑥 − 2 = −𝑦 =
𝑧−3

−1
  2 )

𝑥−3

1
=

𝑦+1

−1
=

𝑧+3

−1
 

3 )12 − 1𝑥 = 1𝑦 = 𝑧 −  است( هر سه گزینه صحیح 1 2

)منطبق یا موازی( احتیاج  بردار هادیاز خط و  یک نقطهبرای نوشتن معادله یک خط به  حل(

 .داریم، پس فقط باید به دنبال بردار هادی باشیمنقطه  2یک نقطه از خط،  جایب سوالدر این  .داریم

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗حال اگر بردار   𝐴𝐵بر خط  منطبقچون  توانیم بگوییم بردار هادی است،را تشکیل دهیم، می ⃗ 

 است:

𝐴(2,2,2), 𝐵(3, −1, −3) → 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (3 − 2, −1 − 2, −3 − 2) = (1, −1, −1) 

 :𝐵یا از نقطه و استفاده نماییم  𝐴می توانیم از نقطه  ، یاحال

𝐷: 
𝑥 − 2

1
=

𝑦

−1
=
𝑧 − 2
−1

:𝐷     یا    
𝑥 − 3

1
= 

𝑦 + 1
−1

=
𝑧 + 3
−1

 

نیز همان گزینه  3در ضمن گزینه  .معادله قابل قبول می باشند ) هر دوی آنها یکی است(هردو 

 .گزینه صحیح است 3ضرب شده است. بنابراین معادله خط هر  1−عدد  درمی باشد که  1

 .صحیح است 4گزینه 

 ا طراحان محترم سوال، معادلات خط و صفحه را هوقت  بعضیبچه ها مواظب باشید:  :اخطار

 نخورید.کامل به گزینه ها باشد که فریب  پس حواستان. کنندمیدر ضرایبی ضرب 

𝐿می گذرد و با بردار  𝐴(1,2,3)معادله خطی که از نقطه  (19تست = 2𝑖 + 3𝑗 + 𝑘  

 موازی باشد کدام است؟

1 )
𝑥−1

2
=

𝑦−2

3
= 𝑧 − 3  2 )

𝑥−1

−2
=

𝑦−2

3
= 3 − 𝑧 

3 )
𝑥+1

2
=

𝑦+2

3
= 𝑧 + 3  1 )

𝑥+1

−2
=

𝑦−2

3
= 𝑧 − 3 



12 

 

𝐿بردار  ،در این تست حل( = (2⏟
𝑝

, 3,⏟
𝑞

1⏟
𝑟

خط  هادیباشد، پس همان بردار می  با خطی موازی (

⏟𝐴(1است. نقطه 
𝑥2

, 2⏟
𝑦2

, 3⏟
𝑧2

 است. پس معادله خط بصورت های زیر  روی خطنقطه ای  (

 می باشد:

𝑥 − 𝑥2

𝑝
=
𝑦 − 𝑦2

𝑞
=
𝑧 − 𝑧2

𝑟
→
𝑥 − 1

2
=
𝑦 − 2

3
=
𝑧 − 3

1
→  معادله کانونی یا متقارن

 .صحیح است 1گزینه 

  به صورت زیر بود: ،می شد سته خوا معادله پارامتریدر ضمن اگر 

𝑥−1

2
=

𝑦−2

3
=

𝑧−3

1
= 𝑡  →   {

𝑥 = 2𝑡 + 1
𝑦 = 3𝑡+ 2
𝑧 = 𝑡 + 3   

  

 :بردار هادی خط

بردار  ،بدهند و بردار هادی آن خط را بخواهند، با توجه به نکات زیر ما اگر معادله خطی را به

 هادی را بدست می آوریم:

ی دهررا بررردار پارامترهتتایکسرررها،  مختترج، اعررداد موجررود در خررط متقتتارندر معادلرره ( 1

 باشد. 1+در صورت کسر   𝑥 و𝑦 و𝑧ضرایب  به شرط آن که ،خط می باشند

بردار هادی خط می باشند، به شرط  پارامترهای،  (𝑡) ضرایب، خط پارامتریدر معادله  (2

 باشد. 𝑥 ،+1 و𝑦 و𝑧 ضرایبآن که 

:𝐷بردار هادی خط ( 21تست
2𝑥+3

3
= −2𝑦 = −𝑧 کدام می تواند باشد؟ 

1 )(
3

2
, −1,1)  2 )(3,1,1)  

3 )(3, −1, −2)               1 )(
2

3
, −

1

2
, −1) 

کنیم تا اعداد موجود در مخرج کسر،  1+ ،را در صورت کسر 𝑥 و 𝑦 و𝑧ابتدا باید ضرایب  حل(

  کنیم(:تقسیم می 2)برای این منظور، صورت و مخرج کسر را بر  پارامترهای هادی محسوب شوند
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𝐷:
2𝑥 + 3

3
= −2𝑦 = −𝑧   

صورت و مخرج تقسیم بر 2
→               

𝑥 +
3
2

3
2

=
𝑦

−
1
2

=
𝑧
1
−1

 

𝐿خط بصورت  بردار هادی پس ،شد 𝑥  ،+1 و𝑦 و𝑧حال ضرایب  = (
3

2
, −

1

2
,  می باشد. (1−

 

 :معادله خطوط موازی محورها

I معادله خط گذرنده از نقطه )𝐴(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)  محور موازیو 𝑧 : ها         𝐷: {
𝑥 = 𝑥2
y = y2

 

II معادله خط گذرنده از نقطه )𝐴(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)   محور  موازیو𝑦 :ها        𝐷: {
𝑦 = 𝑦2
z = z2

 

III معادله خط گذرنده از نقطه )𝐴(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)  محور  موازیو𝑥 :ها        𝐷: {
𝑦 = 𝑦2
z = z2

 

. لذا اردندخط با هر محوری موازی باشد، متغیر مربوط به آن محور را در معادله  به زبان ساده :

}اگر در سوالی از شما بپرسند خط 
𝑥 = 1
𝑦 =  با چه محوری موازی است؟ به سرعت برق پاسخ  1

 ها. 𝑧می دهید محور 

 :است عبارتند از 𝑧گذشته و موازی محور  (3,2,1)معادلات دکارتی خطی که از نقطه  (21تست

 (71)اقتصاد آزاد 

1 )𝑧 = 𝑦  و  1 = 2  2 )𝑧 = 𝑥 و  1 = 3 

3 )
𝑥

3
=

𝑦

2
=

𝑧

1
   1 )𝑥 = 𝑦 و 3 = 2 

⏟3)معادله خط گذرنده از نقطه  حل(
𝑥2

, 2⏟
𝑦2

, 1⏟
𝑧2

:𝐷:  ها 𝑧و موازی محور  ( {
𝑥 = 𝑥2 → 𝑥 = 3
𝑦 = 𝑦2 → 𝑦 = 2 

 .صحیح است 4گزینه 
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= 𝑎بردار  : 21مثال = 𝑏⃗را به صورت ترکیب خطی بردارهای   (7,1,2) (2,  و (1,1−

 𝑐 = (1, −2,  بنویسید. (1

= 𝑎 :  بطوری که ،را پیدا کنیم 𝜆2و  𝜆1باید اعداد حقیقی  حل( 𝜆1𝑏⃗ + 𝜆2𝑐   

 بنابراین: 

(7,1,2) = 𝜆1(2, −1,1) + 𝜆2(1, −2, 1) 
(7,1,2) = (2𝜆1 + 𝜆2, −𝜆1 − 2𝜆2, 1𝜆1 + 1𝜆2) 

{

2𝜆1 + 𝜆2 = 7
−𝜆1 − 2𝜆2 = 1
1𝜆1 + 1𝜆2 = 2

 

2 ×
{

2𝜆1 + 𝜆2 = 7
−𝜆1 − 2𝜆2 = 1 → {

2𝜆1 + 𝜆2 = 7
−2𝜆1 − 1𝜆2 = 2 

                                                 −3𝜆2 = 9  →  𝜆2 =
9

−3
= −3 →  𝜆3 = −3    

2𝜆1 + 𝜆2 = 7 
𝜆2=−3
⇒    2𝜆1 − 3 = 7 →  2𝜆1 = 12 → 𝜆1 =

12
2
 →  𝜆1 = 1  

𝜆2چون مقادیر  = 𝜆1  و 3− = در معادله سوم صدق می کند، بنابراین جواب مسئله    1

= 𝑎       هستند در نتیجه : 1𝑏⃗ − 3𝑐  

 

 ( مهم ترین و سوال خیزترین قسمت فصل)استقلال خطي و وابستگي خطي: 

خطی  وابستگییا ... بردارها دارای  𝑅3یا   𝑅2به طور کلی برای تشخیص آن که در فضای 

 هنوشت دترمیناندر یک  سطری یا ستونیخطی، کافیست بردارها را بصورت  استقلالهستند یا 

 : توان گفت می آنگاه

I  ) دارند. خطی وابستگیبردارها  ،باشد صفردترمینان برابر اگر حاصل 

II  )  دارند. خطی استقلالبردارها  ،باشد مخالف صفردترمینان اگر حاصل 
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 :ضرب مختلطهستند اگر حاصل  ،(موازی یک صفحه)یا  در یک صفحه ،سه بردار نکته مهم 

 ،باشد صفرماتریس حاصل از آن ها(  دترمینانآن ها )یا 

 باشد. مخالف صفرباید حاصل دترمینان  ،نباشندهم صفحه  ،و اگر سه بردار 

 

− 3𝑖سه بردار  𝑎به ازای کدام مقدار  (49تست 𝑗 + 𝑘⃗  2 و𝑖 + 𝑎𝑗  و  𝑖⃗ + 2𝑗 − 𝑘⃗   موازی

  )91مدیریت و حسابداری سراسری (    یک صفحه اند؟

1 )−2  2 )−
1

2
  3 )2  1 )

1

2
 

 صفریک صفحه اند که دترمینان ماتریس حاصل از سه بردار  موازی ،در صورتی سه بردار حل(

 بنابراین می توان گفت: ،باشد

(1,2, −1)  , (2, 𝑎, 2) ,   (3, −1,1) 

|
3 −1 1
2 𝑎 2
1 2 −1

| = 2 

 
 

 عمل دترمینان گیری را انجام می دهیم : ساروسبا استفاده از روش 

((3 × 𝑎 × −1) + (2 × 2 × 1) + (1 ×−1 × 2)⏞                            

مجموع حاصلضرب درایه های روی قطر اصلی

) − ((1 × 𝑎 × 1) + (2 × 2 × 3) + (−1 ×−1 × 2)⏞                            

مجموع حاصلضرب درایه های روی قطر فرعی

) = 2  

 

→ ((−3𝑎) + (1) + 2) − ((𝑎) + (2) + (2)) = 2 

→ −3𝑎 + 1 − 𝑎 − 2 = 2  →  −1𝑎 + 2 = 2 →   2 = 1𝑎 →  𝑎 =
2
1
=

1
2

 

𝑎بنابراین اگر  =
1

2
 د.نصفحه می باش یکباشد سه بردار موازی  

 .صحیح است 4گزینه 

3 −1  1
2 𝑎 2  
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,𝐷⃗⃗ (𝑎اند. اگر بردار مفروض 𝐴 (1,2,2) و 𝐵⃗ (2,1,2)بردارهای  (51تست 𝑏, 𝑐)  با𝐵⃗ و 𝐴   

,𝑐خطی باشد، کدام رابطه بین  وابسته 𝑏, 𝑎  (19)اقتصاد سراسری        برقرار است؟ 

1 )𝑐 = 2𝑏 − 1𝑎  2 )𝑏 = 𝑎 − 2𝑐 

3 )𝑎 + 𝑏 − 2𝑐 = 2  1 )𝑐 = 2𝑏 + 𝑐 

شود  صفرباید دترمینان آنان برابر  ،باشند وابسته خطیاگر سه بردار بخواهند نسبت به هم  حل(

 بنابراین داریم:

|
1 2 2
2 1 2
𝑎 𝑏 𝑐

| = 2 

 

 

 عمل دترمینان گیری را انجام می دهیم : با استفاده از روش ساروس

((1 × 1 × 𝑐) + (2 × 𝑏 × 2) + (𝑎 × 2 × 2)) − ((2 × 1 × 𝑎) + (2 × 𝑏 × 1) + (𝑎 × 2 × 2) = 2 

→ ((𝑐) + (2) + (1𝑎)) − ((2) + (2𝑏) + (2)) = 2 

→ 𝑐 + 1𝑎 − 2𝑏 = 2   ⇒    𝑐 = 2𝑏 − 1𝑎     (سه بردار وابسته خطی می شوند )

 .صحیح است  1گزینه 

  

1 2 2
2 1 2 
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 تست های کنکور کارشناسی ارشد 

 بردار و فضای برداری 

 خط و صفحه 

 های مدیریت و حسابداری و اقتصاد رشته

 سراسری  و آزاد 
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 حل تست های کنکور کارشناسی ارشد 

 بردار و فضای برداری 

 خط و صفحه 

 رشته های مدیریت و حسابداری و اقتصاد

 سراسری  و آزاد 
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𝑎 = (2⏞
𝑎1

 , −2⏞
𝑎2

, 1⏞
𝑎3

)

𝑏⃗ (1⏟
𝑏1

,
3
2⏟
𝑏2

, 1⏟
 𝑏3

)      
 

𝑐𝑜𝑠𝜃 =
(2)(1) + (−2) (

3
2) + (1)(1)

√(2)2 + (−2)2 + (1)2 × √(1)2 + (
3
2)

2 + (1)2

 

𝑐𝑜𝑠𝜃 =
2 − 3 + 1

√1 + 1 + 1  × √1 +
9
3 + 1

=
2

√9 × √
17
1

=
2

3√17
2

= 2 

𝑐𝑜𝑠𝜃 = 2 → 𝜃 =
𝜋

2
 

 

 

. 𝑎: اگر حاصلضرب داخلی دو بردار )یعنی  راه دوم 𝑏⃗  برابر صفر شود دو بردار بر هم عمودند که ) 

𝜃 =
𝜋

2
 می باشد.  

(2, −2, 1)⏟      
𝑎⃗ 

. (1,
3
2
, 1)

⏟    
𝑏⃗ 

= (2)(1) + (−2) (
3
2
) + (1)(1) 

𝑎 . 𝑏⃗ = 2 − 3 + 1 = 2  → → دو بردار بر هم عمودند     𝜃 =
𝜋

2
 

  صحیح است. 4گزینه . 12

𝑑 = 2𝑏⃗ − 𝑐 = 2(1, −1, 1) − (1, −1, 2) = (2, −2, 2) − (1, −1, 2) = (1, −1, 2) 

. 𝑎بر هم عمود باشند آن است که ضرب داخلی )یعنی   𝑎 و  𝑑شرط آن که دو بردار  𝑑  برابرصفر )

. 𝑎    گردد. بنابراین:  𝑑 = 𝑎1𝑑1 + 𝑎2𝑑2 + 𝑎3𝑑3 = 2 
 

𝑎 = (1⏞
𝑎1

 , 𝑚⏞
𝑎2

, −1⏞
𝑎3

)  ,

      
 𝑑⃗⃗⃗  ( 1⏟

𝑑1

, −1⏟
𝑑2

, 2⏟
 𝑑3

) 

(1)(1) + (𝑚)(−1) + (−1)(2) = 2   →    1 −𝑚 + 2 = 2  →   𝑚 = 1  
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 صحیح است.  3گزینه  .13

,1)معادله خطی که از نقطه  حل : 2, 𝑣می گذرد و موازی با بردار  (1− = 𝑖 − 𝑗 + 2𝑘⃗  

,1)یعنی  −1,   می باشد به صورت زیر خواهد بود:  (2
𝑥−1

1
=

𝑦−2

−1
=

z+1

2
 

𝑦یعنی  𝑥𝑜𝑧حال معادله ی خط را با معادله صفحه  =  یعنی: قطع می دهیم  2
𝑧 + 1

2
= 2 → 𝑧 + 1 = 2 → 𝑧 = −1 

   صحیح است. 2گزینه . 11

می باشد بنابراین معادله آن  (1- ,1 ,1)بردارهادی خط موازی با بردار نرمال صفحه یعنی  حل :

 می گذرد برابر است با:  (2،1- ,2)با توجه به اینکه از نقطه 
𝑥 − 2

1
=
𝑦 + 2

1
=
𝑧 − 1
−1

 

𝑦یا  𝑥𝑜𝑧لذا محل تقاطع این خط با صفحه  =          برابر است با:    2

{
 

 𝑦 = 2 →
𝑥 − 2

1
=

2 + 2
1

→ 𝑥 − 2 = 2 → 𝑥 = 2 + 2 = 1 → 𝑥 = 1                                                       

𝑦 = 2 →
𝑧 − 1
−1

=
2 + 2

1
→
𝑧 − 1
−1

= 2
طرفین وسطین می کنیم
⇒           𝑧 − 1 = −2 → 𝑧 = −2 + 1 = −1 → 𝑧 = −1

 

⏟1)بنابراین مختصات نقطه تقاطع 
𝑥

, 2⏟
𝑦

, −1⏟
𝑧

 است.  (
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