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 :ماتریس

 کنم: می جلبجالب توجه شما را به یک مثال  ،ی ماتریسمقبل از معرفی رس

 و راه های ارتباطی آنها نشان داده شده است. 𝐴،𝐵،𝐶،𝐷در شکل مقابل، چهارشهر  مثال(

 در جهت پیکان را نشان  یک طرفههای  خطهای پیکان دار، جاده

  دو طرفه ،ها قرار ندارندمی دهند و راه هایی که پیکان بر آن

 ها های ارتباطی بین شهرتعداد راهبا رسم یک جدول،  هستند،

 را مشخص کنید؟

 

اگر این جدول را به صورت  دهد.های بین هر دو شهر را نشان میجدول مقابل، تعداد راه :حل 

 نامیم.می ماتریسدیگری نمایش دهیم، همان چیزی بدست می آید که آن را 

 رسم شده است.این مدل ماتریس  ،جدول در زیر 

𝐷 𝐶 𝐵 𝐴  

1 3 2 1 𝐴 

1 1 1 1 𝐵 

2 1 1 3 𝐶 

1 1 1 1 𝐷 



















0101
2013
0101
0320

 

  

A B 
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 : ماتریس تعریف

ار قر ،شکل یای از اعداد یا اشیاء با آرایش سطری و ستونی در یک جدول مستطیلهرگاه دسته

 حاصل می شود.« ماتریس»یک  گیرند،

 :ي( ماتریس و سطر و ستونمرتبه )یا اندازه

 است، یعنی وقتی ماتریستعداد سطرها و ستون های یک ی نشان دهنده« یک ماتریس یمرتبه»

 ستون دارد.  nسطر و mیعنی  ،استnm یک ماتریس  Aگوییم می

 :رایهدِ

ماتریس می نامند. هر درایه ماتریس را در حالت « درایه»را یک  هریک از اعداد یا اشیاء ماتریس

یعنی « 𝑗»و  سطری اندیس، نشان دهنده رقم اولیعنی « 𝑖»دهند که نمایش می ijaکلی با شکل 

 است که درایه در آن قرار گرفته است. ستونیاندیس، نشان دهنده  دومرقم 

nmAماتریسی مانند   کلی آن به صورتهای را با توجه به درایه𝐴𝑚×𝑛 = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛
نمایش  

در نتیجه  ،یعنی عضوی که در سطر دوم و ستون سوم قرار دارد23aدرایه  ،برای مثال .دهندمی

در ماتریس   22 jiA تمام درایه ها به صورتji   هستند و اگر درایه سطر دوم

)i( 2 و ستون اول)j( 1 باید بصورت زیر عمل کنیم:این ماتریس را بخواهیم ، 

{
𝑖 = 2
𝑗 = 1 ⟶ 𝑖 − 𝑗 = 1      

                         و به همین ترتیب : 
1 1 1 2 0 1

2 1 2 2 1 0
A A

     
     

    
   

 
2 2

2

2 22 2

2 31 1 1 2

5 62 1 2 2
B j Bi



    
          

    
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 :انواع ماتریس

 ماتریس صفر می نامند. باشد را  همه درایه هایش صفرماتریسی که  ماتریس صفر:( 1

nmOرا با نماد  nmی مرتبه باماتریس صفر   یا به طور خلاصه با نمادOبرای .دهندنمایش می 

                                                                          :  مثال







 0

0
00
00

32o 

 ویند. گ مربعیباشد را ماتریس  تعداد سطرها و ستون های آن مساویماتریسی که  ( ماتریس مربعی:2

یک ماتریس مربعی A :باشد، به طور خلاصه می گوئیمnnیک ماتریس مربعی از مرتبه Aاگر 

1122های است. درایهn از مرتبه a,a,....,ann را در ماتریس𝐴𝑚×𝑛 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑚 ،درایه-

 می نامند. 𝐴 اصلیهای قطر 

 قطر فرعی                           قطر اصلی                            

nnnnn

n

n

a......a

a...aa

a...aa

A




















1

22221

11211

 

 باشند غیر واقع بر قطر اصلی آن صفر هایدرایه همهماتریس مربعی که هر  ( ماتریس قطری:3

مثل ) صفر باشند. توانندمیبر قطر اصلی نیز  واقعهای گویند. در ضمن درایهمی یقطررا ماتریس 

 در مثال زیر( Bماتریس 

 : برای مثال 








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







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010
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B      




















100
020
003

A 
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ند باش با هم مساویآن  اصلیکه همه عناصر واقع بر قطر  قطری هر ماتریس ( ماتریس اسکالر:4

 . نامند می اسکالررا ماتریس 



















200
020
002

A  



















100
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001

B  



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




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







100
010
000

C  

 

 قطر اصلی            قطر اصلی      قطر اصلی                

آن  اصلیهای واقع بر قطر که تمام درایه قطریهر ماتریس  ( ماتریس همانی )واحد، یکه(:5

، نمایش Iیا به طور خلاصه با نماد  nIباشد را ماتریس همانی گویند و با نماد می برابر یک

 صورت دهند و یا به می









ji

ji
aij 0

1
 در بالا و ماتریس های زیر: C؛ مانند ماتریس  

  


















100
010
001

I                 









10
01

I 

هر ماتریس همانی، در واقع یک ماتریس اسکالر است، زیرا تمام درایه های قطر  نتیجه اخلاقی:

 .باهم برابرنداصلی آن 

 رصف ،آن قطر اصلی زیرهای واقع در هکه کلیه درای مربعیماتریس مثلثی: ( ماتریس بالا6

 گویند. میمثلثی بالاد را ماتریس نباشمی 

  :مانند. صفر باشند توانندمیقطر اصلی نیز  بالایهای واقع بر درایه ،در ماتریس بالامثلثی: توجه

 

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


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





 



200
630
112

A  














 



000
030
112

B  









00
00

C    
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صفر  ،نآقطر اصلی  بالایهای واقع در که کلیه درایه مربعیماتریس  ( ماتریس پایین مثلثی:7

 گویند. می پایین مثلثیمی باشد را ماتریس 

اشند. مانند صفر ب توانندمیقطر اصلی نیز  پایینهای واقع بر در ماتریس پایین مثلثی درایه: توجه

 ماتریس های زیر: 

 


















841
031
002

A  




















221
000
003

B  









00
00

C  

 

 ریسطباشد را ماتریس  یک سطردارای  فقطماتریسی که  ( ماتریس سطری)بردار سطری(:8

 نامند.می بردار سطرییا 

ماتریس  ،به عنوان مثال  412 Aی یا یک ماتریس از مرتبه 3ی یک ماتریس سطری مرتبه
31  .است 

هر بردار  همچنین 321 a,a,aa   را می توان به صورت 321 aaa  که یک بردار سطری

  .نمایش داد ،)یا ماتریس سطری( است

 تونیسباشد را ماتریس  یک ستون اراید فقطماتریسی که  ( ماتریس ستونی )بردار ستونی(:9

 می نامند.  بردار ستونییا 

    است: ستونییک ماتریس  روبرو به عنوان مثال ماتریس




















1
3
2

A 

همچنین هر بردار  321 a,a,aa  توان به صورترا می
















3

2

1

a

a

a

که یک بردار ستونی یا )ماتریس 

 نمایش داد. ،ستونی( است
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 11: ماتریس نکته  مانند 11aA  فت هم یک گتوان باشد که میمی یک عددبیانگر

چون فقط یک ) ماتریس ستونیو هم یک )چون فقط یک سطر داره( است  ماتریس سطری

 .ستون دارد(

آن برابر  فرعیبر قطر  غیرواقعکه همه درایه های  مربعیهر ماتریس ( ماتریس قطر فرعی: 01

 نامیم.( میفرعی) ماتریس  قطر فرعید را ماتریس نباش صفر

 :مانند ماتریس های زیر ،صفر باشند توانندمی ،قطر فرعی نیز روی هایالبته درایه : توجه



















000
010
200

B   


















003
020
100

A 

 قطر فرعی                  قطر فرعی               

 نامند و با می ماتریس اثررا  اصلیمجموع درایه های قطر : همواره در یک ماتریس، نکته

)A(tr بنابراین .دهندنشان می:              
11 22

1

( ) .....
n

nn ii

i

tr A a a a a


      

)    توان گفت:میBو Aدر ضمن برای هر دو ماتریس دلخواه ) ( )tr AB tr BA   

ماتریس و  ود ,ABهرگاه  (0 تست









2013
85

AB باشد، ماتریسBA کدام ماتریس زیر

 تواند باشد؟می

1)








711
1019

    2)








2013
1112

      3)








315
1412

           4)








107
2215

  
 :توان گفتمی A,Bبرای هر دو ماتریس دلخواه  ،با توجه به نکته گفته شده حل(

25205 ))AB(tr(  :قطر اصلیهای مجموعه درایه 

 
 

 
 
 

 
 

 

21 13 

8 5 
AB 

) BA ( tr ) AB ( tr 
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های روی قطر اصلی آن عدد خواهد بود که مجموع درایهصحیح  BAبه عنوان بنابراین گزینه ای 

 .شود 25

251015 ))BA(tr :داریه های قطر اصلی مجموع








107
2215

 

 صحیح است. 4گزینه 

 

 :ماتریس وتساوي د

𝐴 یهم مرتبهماتریس  دو = [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛
𝐵و   = [𝑏𝑖𝑗]𝑚×𝑛

 هستند، هرگاه  مساوی 

،  𝑗و  𝑖باشند. به عبارت دیگر به ازاء هر  ها مساویهای نظیر به نظیر آنداریه
ijij ba  .باشد 

 

اگر دو ماتریس  (2تست











31
2mn

A  و













nm
B

1
21

گاه حاصل آن ،برابر باشند 

 𝑚 × 𝑛   1با :برابر است  

1)3  2)7  3)2  4)4 

م برابر ه ید باها باهای نظیر به نظیر آنپس درایهند، برابرماتریس با هم  وبا توجه به اینکه د حل(

         یعنی  ،باشند























31
2

1
21 mn

nm
 

𝑚×𝑛
→   

729123

2
222

222





)()(nm

mn)nm(nm
  

 صحیح است. 2گزینه 

                                                 
 566صفحه  -پناهی -4مثال  1 

3

1

m n

mn

 



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 :ي ماتریسقرینه

nmAرا در یک ماتریس « -1»هرگاه عدد   که هر کنیم، ماتریسی حاصل خواهد شد  ضرب

 یعنی : باشد.می Aدر  های متناظرشدرایه یقرینهی آن درایه

−1 × 𝐴𝑚×𝑛 = [−𝑎𝑖𝑗] = −𝐴𝑚×𝑛  

 

 :هاجمع ماتریس

ی آن از ماتریسی است که هر درایه BA آنگاه باشند، هم مرتبهدو ماتریس  A,Bهرگاه 

 آید.می  به دست A,B های متناظرجمع درایه

هم مرتبه نباشند، A,Bباشد. اگرمی ,ABی ، همان مرتبه BAی بدیهی است که مرتبه 

 یعنی : ،جمع آنها تعریف نشده است

[ ] , [ ] , [ ]A a B b C c
m n ij m n ij m n ij

A B C c a b
ij ij ij

  
  

    
 

 

اگر  مثال(









21
43

A  و









dc
B

52
 ؟ ABو AAمطلوب است  ،باشد 

 حل( 





















































































21
91

21
4532

21
4352

42
86

2211
4433

21
43

21
43

dcdcdc
AB

AA
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 :دترمینان 

هر  روی اعداد حقیقی که به مربعهای است از مجموعه ماتریس تابعیدترمینان، 
mnij ]a[A  

و به صورت  det (𝐴)یا |𝐴|عددی حقیقی را نسبت می دهد و آن را به صورت  ،طبق قوانین معین

 زیر نشان می دهیم : 

ij

nnnn

n

n

a

a.......aa

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a......aa

a.....aa

A)Adet( 

21

22221

11211

 

1 هايماتریس ندترمینا × 1: 

 یعنی :  ،با خود عضو برابر است ، بنابراین دترمینانشدارد فقط یک عنصرچون 11ماتریس 

 

2 هايدترمینان ماتریس × 2 : 

را بصورت 22Aماتریس 








dc

ba
تفاضل حاصلضرب اعداد قطر دترمینان آن از  .در نظر بگیرید

 عنی:یآید بدست می اصلی و فرعی

 

 شود.گفته میقطر فرعی  ،باشدبر قطر اصلی عمود : به قطری که نکته 

: دترمینان ماتریس مثال









64
31

Aرا بدست آورید؟ 

                                                                                                               𝑎   𝑑        𝑏     𝑐                                                     حل(

661264361
64
31









 A))(())((AA  

aA]a[A   

bcadA
dc

ba
A 








  
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اگر دترمینان ماتریس  (20تست













11
01

m

m
A باشد،  3برابرm1کدام است؟  

1 )1  2)2  3)1  4)3 

 .صحیح است 2گزینه  حل(

A ( m )( m ) ( )( ) m m m             2 23 1 1 0 1 3 1 3 4 2
 

 

33هاي ماتریس دترمینان  33هاي براي ماتریس فقطکه  ساروس)روش  )قابل استفاده است: 

های به روش ساروس از گامA نمحاسبه دترمینابرای  ،باشد 3مرتبه  مربعیک ماتریس  Aاگر 

 گام وجود دارد(: 4زیر استفاده کنید: )

 نویسیم.می زیر سطر سومرا  Aماتریس  دو سطر اول گام اول(

را بدست  قطرهارا پیدا کرده و حاصلضرب هریک از این  Aماتریس  سه قطر اصلی گام دوم(

 کنیم.را با هم جمع می هااین ضرب انتهاآورده و در 

را بدست  قطرهارا پیدا کرده و حاصلضرب هریک از این  Aماتریس  سه قطر فرعی گام سوم(

 کنیم.را با هم جمع می هاضرب انتها اینآورده و در 

 برابر است با: دترمینانحاصل نهایی  گام چهارم(

 Aهای روی قطر اصلی( )مجموع حاصلضرب درایه –های روی قطر فرعی( )مجموع حاصلضرب درایه





















fed

cba

ihg

fed

cba

A

ihg

fed

cba

A (𝑎𝑒𝑖 + 𝑑ℎ𝑐 + 𝑔𝑏𝑓⏟          

گام دوم

)− (𝑐𝑒𝑔 + 𝑓ℎ𝑎 + 𝑖𝑏𝑑⏟          

 گام سوم

)

⏞                            

گام چهارم

 

 

                                                 
 527صفحه  ،رنجبران1 
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حاصل دترمینان  (22تست

543
364
132





 (91)مدیریت و حسابداری سراسری  کدام است؟ 

1 )75  2)38  3)27  4)85 

 حل( 
  

 |
2 3 −1
4 6 3
3 −4 5

| 

2 3 −1
4 6 3  

 

8518103602418271660
435243361333144562





)()())()()(())()()((

))()()(())()()(( 

 .صحیح است 4گزینه 

مقدار دترمینان ماتریس  (23تست
























112
211
121

A (79سراسری  اقتصاد)   کدام است؟ 

1 )8  2)11  3)14  4)16 

|𝐴| = |
1 2 −1
−1 1 2
2 −1 1

| 

 

 

|𝐴| = ((1× 1 × 1) + (−1× −1× −1) + (2 × 2 × 2)⏞                            

مجموع حاصلضرب درایه های قطر اصلی

) − ((−1× 1 × 2) + (2 ×−1 × 1) + (1 × 2 × −1)⏞                            

مجموع حاصلضرب درایه های روی قطر فرعی

) 

 

= (1 +−1 + 8) − (−2 +−2 +−2) = 8 − (−6) = 8 + 6 = 14 

 .صحیح است 3گزینه 

 

 

اروسساستفاده از روش   

 برای محاسبه دترمینان

1 2 −1
−1  1 2  
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 معادلات همگن خطي )قسمت سوال خیز و مهم(دستگاه:  

 .گویند همگنآن دستگاه را  ،باشد صفربرابر  (𝑏) مقادیر ثابت ،اگر در دستگاه معادلات خطی

}به صورت  ،دو معادله دو مجهول همگنیک دستگاه  ،برای مثال
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 1   
𝑎′𝑥 + 𝑏′𝑦 = 1

می باشد و   

}سه معادله سه مجهول به صورت  همگندستگاه یا 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 1          
𝑎′𝑥 + 𝑏′𝑦 + 𝑐′𝑧 = 1       
𝑎′′𝑥 + 𝑏′′𝑦 + 𝑐′′𝑧 = 1    

 می باشد.  

 : هستند همگندستگاه های معادلات زیر  (مثال

{

𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 = 1
5𝑥1 − 7𝑥2 = 1        
11𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3 = 1

    ,    {
𝑥1 − 2𝑥2 = 1
𝑥1 + 7𝑥2 = 1 

𝑋 ،است. به عبارت دیگر همگنهر دستگاه  جواب بدیهییک مختصات  مبدأ* = 𝑂  یک جواب

𝐴𝑋)هر دستگاه همگن  = 𝑂) که حداقل یک جواب ،همگنبنابراین هر دستگاه  .می باشد ،

 .مختصات باشد را دارد مبدأهمان 

 حال بحث در مورد جواب های یک دستگاه همگن می باشد که می توان گفت:  

آن  ،جواب منحصر به فرد داشته باشد فقط ،برای اینکه یک دستگاه همگن و کافی( شرط لازم 0

 یعنی:  ،باشد مخالف صفر ،ماتریس ،است که حاصل دترمینان

 ،دباش غیرصفرجواب  تعداد نامتناهیدارای  ،برای اینکه یک دستگاه همگن (شرط لازم و کافی2

 یعنی:  ،باشد صفرمساوی  ،آن است که حاصل دترمینان ماتریس

 ثابتمقادیر  ،اگر در دستگاه معادلات خطی :نکته (𝑏) غیرهمگنآن دستگاه را  ،دنصفر نباش 

 سر جواب های دستگاه غیرهمگن می توان گفت:  گوییم که در بحث بر

|𝐴|اگر  (0 ≠  دارد.  جواب منحصر به فرد غیرهمگندستگاه  ،باشد 1

|𝐴|اگر  (2 =  است.  فاقد جواب غیرهمگندستگاه  ،باشد 1

|𝐴| ≠ 0 

|𝐴| = 0 
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}دستگاه معادلات  (51تست

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 4
𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = −3
2𝑥 − 𝑦 + 𝑘𝑧 = 2

 فاقد جواب است؟ 𝑘به ازای کدام مقدار  

 ( 85)مدیریت و حسابداری سراسری  

1)
5

2
   2 )

7

3
    3 )

11

3
   4 )

7

4
 

 راین : بناب ،باشد صفراست که دترمینان ضرائب برابر  فاقد جوابزمانی  ،غیرهمگندستگاه  حل(

|
1 2 1
1 −1 2
2 −1 𝑘

|

1     2 1
1 −1 2

= 1 

((1 ×−1 × 𝑘) + (1 ×−1 × 1) + (2 × 2 × 2)) − ((1 ×−1 × 2) + (2 ×−1 × 1)) + (𝑘 × 2 × 1) = 1 

⟶ ((−𝑘) + (−1) + (8)) − ((−2) + (−2) + (2𝑘)) = 1 

⟶ −𝑘 + 7 − 2𝑘 + 4 = 1 →  −3𝑘 + 11 = 1 → 11 = 3𝑘 →  𝑘 =
11
3

 

 صحیح است.  3گزینه 

}دستگاه معادلات خطی  (50تست

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1
𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 = 1

4𝑥 + 𝑦 + 𝑘𝑧 = 1
 جوابهای ،  𝑘به ازای کدام مقدار  

 (89( )حسابداری آزاد 75( )مدیریت سراسری 75)اقتصاد سراسری  غیر بدیهی )غیر صفر( دارد؟ 

1)−1   2 )1   3 )3   4 )4 

] همگنِدستگاه معادلات خطی  حل(

1
1
1
|𝐴|دارد که  غیرصفرزمانی جوابهای  [ =  پس:  ،باشد 1

|
1 1 1
1 −2 1
4 1 𝑘

|

1    1 1
1 −2 1

 

((1 ×−2 × 𝑘) + (1 × 1 × 1) + (4 × 1 × 1)) − ((1 ×−2 × 4) + (1 × 1 × 1) + (𝑘 × 1 × 1)) = 1 
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⟶ ((−2𝑘) + (1) + (4))— 8 + (1) + (𝑘) = 1 → (−2𝑘 + 5) − (−7 + 𝑘) = 1 

⟶ −2𝑘 + 5 + 7 − 𝑘 = 1 → 12 − 3𝑘 = 1 → 12 = 3𝑘 → 𝑘 =
12
3
= 4  

 صحیح است.  4گزینه 

 

  1 :فرمهاي درجه دوم

 متغیره می خوانند.  𝑛درجه دوم  فرمبه صورت زیر را یک  همگن درجه دومهر عبارت 

 

 

 

′𝑋 که در آن = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)  بوده و𝐴 = [𝑥𝑖𝑗]  .ماتریس از درجه  است𝑛  است و𝐴  را

𝑛گویند مثلاً به ازای  درجه دوم فرمماتریس  =  داریم:  2

 

 

 

را مرتبه  𝐴مرتبه  ،بنا به تعریف .است را در نظر بگیرید درجه دوم فرمرا که ماتریس  𝐴*ماتریس 

𝑟(𝐴)اگر  .فرم درجه دوم می گویند < 𝑛  می نامند، به عبارت  منفردباشد، فرم درجه دوم را

 ویند. گ غیرمنفردگویند وگرنه آن را  منفردباشد فرم درجه دوم را نیز  منفرد 𝐴دیگر اگر ماتریس 

 

 

 

                                                 
 558رنجبران صفحه  1 

𝑞(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) =∑∑𝑎𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1
. 𝑥𝑖 . 𝑥𝑗 = 𝑋′𝐴𝑋 

 

𝑞(𝑥1, 𝑥2) = 𝑎11𝑥1
2 + 𝑎12𝑥1𝑥2 + 𝑎21𝑥2𝑥1 + 𝑎22𝑥2

2 = [𝑥1, 𝑥2] [
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

] [
𝑥1
𝑥2
] = 𝑋′𝐴𝑋 
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 سوالات

 آزمون های کارشناسی ارشد سراسری و آزاد

 ماتریس و دستگاه ها

 نوع حل ) سنتی، نکته ای، تکنیکی( 3
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 آزمون هاي کارشناسي ارشد سراسري و آزاد

 ماتریس و دستگاه ها

 نوع حل ) سنتي، نکته اي، تکنیکي( 3
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 صحیح است. 2گزینه . 332

برابر حاصلضرب درایه های روی قطر  𝐴ماتریس بالا مثلثی است بنابراین دترمینان ماتریس  حل :

|𝐴|اصلی است یعنی  می توان گفت :                              = 2 × 5 ×−1 = −11 

(𝑐𝑜𝑓(𝐴))′ = |𝐴| × 𝐴−1    →   (𝑐𝑜𝑓(𝐴))′ = −11𝐴−1 

 کو فاکتور
مقادیر ویژه ماتریس    → = −11(

1
2
,
1
5
, −1) = −5, −2,11 

 صحیح است. 1گزینه . 333

 )قضیه کیلی همیلتون( هر ماتریس در معادله مفسرش صدق می کند. حل : یادآوری:

𝐴2 − 3𝐴 + 5 = 1   →    𝐴2 − 3𝐴 = −5  →    𝐴(𝐴 − 3𝐼) = −5 

طرفین تساوی را در𝐴−1 ضرب میکنیم
→                 𝐴−1[𝐴(𝐴 − 3𝐼)] = −5𝐴−1   →   −5𝐴−1 = 𝐴 − 3𝐼 

→ 𝐴−1 =
𝐴 − 3𝐼
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